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1 函数の代数

函数を対象とし、函数という性質に注目した代数を作る。

函数を対象とするということは、函数を代数の台集合の元と見做すということで

ある。これは以下を意味する。

数学系の言葉で言えば、〈点と写像を同一視する〉ということであり、工学系の言

葉で言えば、〈データと操作を同一視する〉ということである。

通常、点（数学系）／データ（工学系）や写像（数学系）／手続（工学系）とは

以下のようなものである。

　　 5…数直線上の点（数学系）／データ（工学系）

　　 3を足す…写像（数学系）手続（工学系）

そして函数適用は以下のように記述される。

　　 〈 3を足す 〉(5) = 8

函数を点／データと見做すということは、函数に作用する函数をも考えるという

ことである。

作用される函数の例として以下を挙げる。

　　 3を足す…函数空間中の点（数学系）／関数型のデータ（工学系）

作用する函数の例として以下を挙げる。

　　 2回繰り返す…函数空間上の写像（数学系）／手続に対する手続（工学系）

第一の函数に第二の函数を適用すると、以下を得る。

　　 〈 2回繰り返す 〉(〈 3を足す 〉) = 〈 3を足して 3を足す 〉

〈 3を足して 3を足す 〉と 〈 6を足す 〉はある意味で等しい。

どういう意味で等しいかというと、

　　写像として等しい（数学系）／入出力の関係が等しい（工学系）

という意味である。これは外延的同等性と呼ばれる。

函数の等しさの基準は多数ある。外延的同等性は函数の等しさの基準の中の一つ

である。

〈 2回繰り返す 〉 と 〈 3を足す 〉 から 〈 2回繰り返す 〉(〈 3を足す 〉)
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即ち 〈 3を足して 3を足す 〉 を得るのは、函数適用という操作である。

ここでの目標は、函数の特徴だけを抽出して代数を作ることである。

函数の特徴は、函数適用の他に函数抽象がある。

函数抽象とは、新しく函数を定義する際の操作である。

例えば、以下のような函数を定義する。

　　 f に対して f(1)となる函数

　　 f という入力に f(1)と出力する函数

　　 f という引数に f(1)という返り値を返す函数

これはどれも同じ定義の様々な表現方法である。

これには幾つかの記法がある。

　　 f 7→ f(1) 、(f, f(1)) 等々

ここでは

　　 λf.f1

という記法を採用する。

この記法に従うと、二倍するという函数は λx.2 · x と書かれる。

函数 λf.f1 を入力 λx.2 · x に適用すると、

　　 (λf.f1)(λx.2 · x) = (λx.2 · x)1 = 2 · 1 = 2

のように計算され。

このような記法によって作られた函数の代数をラムダ計算と呼ぶ。

2 ラムダ計算

以降に、項文字列の代数を構成し、それをα同値で割ることによって項の代数 Λ

を構成する

α同値は項文字列の上の関係であるのに対し、β変換、η変換等は Λ の上の関係

である

2.1 項文字列

2.1.1 文字列

項文字列とはある種の文字列

使う文字集合

ラムダ： λ
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括弧： ( , )

変数文字： v1 , v2 , v3 ,... 可算無限個あり、番号が付いている

項文字列は文脈自由文法で定義される

1. 変数文字は項文字列

2. M が項文字列で x が変数文字なら、文字の連接 ( λ xM ) も項文字列

3. M 、N が項文字列なら、文字の連接 ( MN ) も項文字列

M ::= x | ( λ xM ) | ( MM ) 但し x は変数文字

2.1.2 演算

項文字列の上にラムダ抽象と函数適用という演算を定義する

（ラムダ抽象）M が項文字列で xが変数文字なら λx.M は文字の連接 ( λ xM )

（函数適用）M 、N が項文字列なら MN は文字の連接 ( MN )

函数適用は左結合的である、即ち LMN = (LM)N

ラムダ抽象よりも函数適用の方が結合力が強い、即ち λx.MN = λx.(MN)

λx1x2...xn.M は λx1.λx2. ...λxn.M を表す

例

x = v1 、y = v2 、M = ( v1 v2 ) のとき

λx.yM = ( λ v1 ( v2 ( v1 v2 ) ) )

xλy.M = ( v1 ( λ v2 ( v1 v2 ) ) )

2.1.3 名前換え

項文字列の上に、名前換えという演算を定義する

M が項文字列で x1 、x2 、…、xn 、y1 、y2 、…、yn が変数文字であり、x1 、

x2 、… xn が全て相異なる時、M{y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} は以下のように定義

される

表記上は、この演算の結合力は函数適用より強い

1. xi{y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} = yi 但し i ∈ {1, 2, ..., n}

2. z{y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} = z 但し z は変数文字で z 6∈ {x1, x2, ..., xn}

3. (MN){y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} =

M{y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn}N{y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn}

4. (λz.M){y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} = λz.M{y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn}

但し z 6∈ {x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn}
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5. (λxi.M){y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} =

λxi.M{y1/x1, y2/x2, ..., yi−1/xi−1, yi+1/xi+1, ..., yn/xn}

但し i ∈ {1, 2, ..., n} 、xi 6∈ {y1, y2, ..., yi−1, yi+1, ..., yn}

6. (λyi.M){y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} =

λz.M{y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn, z/yi}

但し i ∈ {1, 2, ..., n} 、yi 6∈ {x1, x2, ..., xn} 、z は M,x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn

に現れない、番号の最も若い変数文字

7. (λxi.M){y1/x1, y2/x2, ..., yn/xn} =

λz.M{y1/x1, y2/x2, ..., yi−1/xi−1, z/xi, yi+1/xi+1, ..., yn/xn}

但し i ∈ {1, 2, ..., n} 、xi ∈ {y1, y2, ..., yn−1, yi+1, ..., yn} 、

z は M,x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn に現れない、番号の最も若い変数文字

例

x = v1 、y = v2 、z = v3 のとき、

x{y/x} = y

xy{y/x, x/y} = yx

λx.xy{y/x, z/y} = λx.xz

λx.xy{x/y} = λz.zx

2.1.4 α同値

項文字列の間にα同値という関係を定義する

二つの項文字列 M と N がα同値であることを M
α∼ N と書く

α∼ とは、以下の規則を有限回適用して得られる関係である

λx.M
α∼ λy.M{y/x} 但し M に y は現れない

M
α∼ M

M
α∼ N

N
α∼ M

L
α∼ M M

α∼ N

L
α∼ N

M
α∼ M ′ N

α∼ N ′

MN
α∼ M ′N ′

M
α∼ M ′

λx.M
α∼ λx.M ′

項文字列から、それとα同値な項文字列に書き換えることをα変換と呼ぶ

2.1.5 項

α同値は同値関係である
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項文字列全体の集合をα同値で割った商空間を Λ と書き、その元を項と呼ぶ

変数文字 x のα同値による同値類は {x} である

{{x}|xは変数文字 } を Var と書く

Var の元を変数と呼ぶ

ラムダ抽象と函数適用の演算は Λ に自然に導入される

即ち、項M,N ∈ Λ に対して、それらに属する項文字列M ′,M ′′ ∈ M、N ′, N ′′ ∈

N に関してはM ′ α∼ M ′′、N ′ α∼ N ′′ が成り立ち、M ′N ′ α∼ M ′′N ′′ となる

よって、M,N ∈ Λ の函数適用の結果として、MN = {L|L α∼ M ′N ′} ∈ Λ とす

ることが出来る

ラムダ抽象についても同様である

変数 x ∈ Var と項 M,N ∈ Λ に対して λx.M 、MN は自然に導入されたラムダ

抽象と函数適用の演算を表す

項 M ∈ Λ と項文字列 M ′,M ′′ ∈ M に対して、M ′ と M ′′ の文字列の長さは一

致する

この文字列の長さを M の長さと呼ぶ

以降の証明は主に項の長さに関する数学的帰納法によってなされる

2.1.6 自由変数

項文字列 M に対して変数文字の集合 FV (M) を定義する

1. FV (x) = {x} 但し x は変数文字

2. FV (λx.M) = FV (M)− {x}

3. FV (MN) = FV (M) ∪ FV (N)

項文字列 M に対して FV (M) の元を M の自由変数と呼ぶ

自由変数の定義は自然に項に導入される

M ∈ Λ ならば、任意の M ′,M ′′ ∈ M に対して FV (M ′) = FV (M ′′)

よって FV (M) = {{x}|x ∈ FV (M ′),M ′ ∈ M} ⊂ Var と定義する

項 M に対しても FV (M) の元を M の自由変数と呼ぶ

FV (M) = Ø であるような項 M を閉項と呼ぶ

例

FV (λx.xy) = {y}、FV (λxy.xy) = Ø、FV (xλx.x) = {x}
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2.1.7 代入

項文字列 M 、N と変数文字 x に対して代入 M [N/x] を定義する

表記上、代入の結合力は函数適用より強い

1. x[N/x] = N

2. y[N/x] = y 但し y は x 以外の変数文字

3. (λy.M)[N/x] = λy.M [N/x] 但し y 6= x かつ y 6∈ FV (N)

4. (λx.M)[N/x] = λx.M

5. (λy.M)[N/x] = λz.M{z/y}[N/x]

但し y ∈ FV (N) かつ、z は M,N, x に現れない、最も番号の若い変数文字

6. (MM ′)[N/x] = M [N/x]M ′[N/x]

任意の項文字列 M と任意の変数文字 x 、y に対してM [y/x] = M{y/x}

代入は項に自然に導入される

変数 x ∈ Var と項 M,N ∈ Λ に対してM [N/x] は自然に導入された代入の演算

を表す

同時代入 M [N1/x1, N2/x2, ..., Nn/xn] も同様に定義する

同時代入と逐次代入は一般には同じではない

即ち (xy)[xy/x, yx/y] = xy(yx) 、しかし (xy)[xy/x][yx/y] = x(yx)(yx)

例

x, y, z ∈ Var に対して、

(λx.xy)[λx.xy/y] = λx.xλx.xy、(λx.xy)[λy.xy/y] = λz.zλy.xy

2.2 β変換

2.2.1 β変換

Λ の中に二項関係
β→ を定義する

これは以下の規則を有限回適用して得られる関係である

β. (λx.M)N
β→ M [N/x]

ξ. M
β→ N ⇒ λx.M

β→ λx.N

µ&ν. M
β→ N ⇒ LM

β→ LN &ML
β→ NL

M
β→ N の時、M を N に書き換える操作をβ変換と呼ぶ

β→ の推移的反射的閉包を
β∗→ と書く

M
β∗→ N の時、M を N に書き換える操作をβ簡約と呼ぶ
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¬∃N ∈ Λ.M
β→ N である時、M はβ正規であると云う

M
β∗→ N かつ N がβ正規である時、N を M のβ正規形と呼ぶ

M にβ正規形がある時、M は正規化可能であると云う

例

(λx.x)y
β→ y、(λxy.xy)z

β→ λy.zy、(λxy.xy)y
β→ λz.yz、

(λxy.xy)λy.xy
β→ λy.(λy.xy)y

2.2.2 合流性

定理

∀M,M ′,M ′′ ∈ Λ.M
β∗→ M ′ &M

β∗→ M ′′ ⇒ ∃N ∈ Λ.M ′ β∗→ N &M ′′ β∗→ N

N と N ′ が共に M のβ正規形ならば N = N ′

このような性質を合流性と呼ぶ

2.2.3 β同値

β→ の推移的反射的閉包をβ同値と呼び、
β∼ と書く

正規化可能な二つの項に対して、それがβ同値であることとそれらのβ正規形が

等しいことは必要十分である

2.3 η変換

2.3.1 η変換

Λ の中に二項関係
η→ を定義する

これは以下の規則を有限回適用して得られる関係である

η. (λx.Mx)
η→ M 但し x 6∈ FV (M)

ξ. M
η→ N ⇒ λx.M

η→ λx.N

µ&ν. M
η→ N ⇒ LM

η→ LN &ML
η→ NL

M
η→ N の時、M を N に書き換える操作をη変換と呼ぶ

η→ の推移的反射的閉包を
η∗→ と書く

M
η∗→ N の時、M を N に書き換える操作をη簡約と呼ぶ

¬∃N ∈ Λ.M
η→ N である時、M はη正規であると云う

M
η∗→ N かつ N がη正規である時、N を M のη正規形と呼ぶ

例

λz.xyz
η→ xy、λy.xyy 6 η→ xy
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2.3.2 合流性

定理

任意の M,M ′,M ′′ ∈ Λ に対して M
η→ M ′ &M

η→ M ′′ ならば、M ′ = M ′′ また

は ∃N ∈ Λ.M ′ η→ N &M ′′ η→ N

定理

∀M,M ′,M ′′ ∈ Λ.M
η∗→ M ′ &M

η∗→ M ′′ ⇒ ∃N ∈ Λ.M ′ η∗→ N &M ′′ η∗→ N

任意の M ∈ Λ に対して M のη正規形は唯一存在する

2.3.3 η同値

η→ の推移的反射的閉包をη同値と呼び、
η∼ と書く

二つの項に対して、それがη同値であることとそれらのη正規形が等しいことは

必要十分である

2.3.4 βη変換

M
β→ N または M

η→ N であることを M
βη→ N と書く

βη→ の推移的反射的閉包を
βη∗→ と書く

M
βη∗→ N の時、M を N に書き換える操作をβη簡約と呼ぶ

¬∃N ∈ Λ.M
βη→ N である時、M はβη正規であると云う

M
βη∗→ N かつ N がβη正規である時、N を M のβη正規形と呼ぶ

2.3.5 βη変換の合流性

定理

∀M,M ′,M ′′ ∈ Λ.M
βη∗→ M ′ &M

βη∗→ M ′′ ⇒ ∃N ∈ Λ.M ′ βη∗→ N &M ′′ βη∗→ N

N と N ′ が共に M のβη正規形ならば N = N ′

2.3.6 βη同値

βη→ の推移的反射的閉包をβη同値と呼び、
βη∼ と書く

正規化可能な二つの項に対して、それがβη同値であることとそれらのβη正規

形が等しいことは必要十分である
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2.3.7 後置性

∀M,M ′ ∈ Λ.M
βη∗→ M ′ ⇒ ∃N ∈ Λ.M

β∗→ N
η∗→ M ′

M
η∗→ M ′ であり、M がβ正規ならば、M ′ もβ正規

M
βη∼ M ′ であり、M ′ がβ正規ならば、β正規な N があってM

β∗→ N
η∼ M ′

2.4 自然数の模倣

N は {0, 1, 2, ...} を表す

n ∈ N と M,N ∈ Λ に対し、MnN ∈ Λ を定義する

M0N = N, Mn+1N = M(MnN) = Mn(MN)

n ∈ N に対し n̄ = λxy.xny と定義する

n̄ はβ正規

suc = λzxy.zx(xy), suc′ = λzxy.x(zxy) と置くと

sucn0̄
β∼ suc′n0̄

β∗→ n̄

(λvwxy.vx(wxy))m̄n̄
β∗→ λxy.m̄x(n̄xy)

β∗→ m+ n

(λvwx.v(wx))m̄n̄
β∗→ λx.m̄(n̄x)

β∗→ mn

(λv.v)m̄n̄
β∗→ m̄n̄

β∗→ nm

定理

任意の m 引数部分再帰函数 f に対して f̄ ∈ Λ があって

1. (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm が f の定義域に入ることと、

ある n があって f̄ n̄1n̄2...n̄m
βη∼ n̄ となることとは同値

2. (n1, n2, ..., nm) が f の定義域に入るならば、f̄ n̄1n̄2...n̄m
β∗→ f(n1, n2, ..., nm)

定理

任意の m ∈ N と任意の M ∈ Λ に対して m 引数部分再帰函数 fM があって

1. (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm が fM の定義域に入ることと、

ある n があってMn̄1n̄2...n̄m
βη∼ n̄ となることとは同値

2. (n1, n2, ..., nm) が fM の定義域に入るならば、

Mn̄1n̄2...n̄m
β∗→ fM (n1, n2, ..., nm)

P = λxyp.pxy, L = λp.pλxy.x, R = λp.pλxy.y

と置くと

L(Pxy)
β∗→ x, R(Pxy)

β∗→ y

Pred = λz.L(z(λp.P (Rp)(suc(Rp)))(P 0̄0̄))
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と置くと

Pred 0̄
β∗→ 0̄, Pred n+ 1

β∗→ n̄

(λv.vPred)m̄n̄
β∗→ m− n 但し m ≥ n

(λv.vPred)m̄n̄
β∗→ 0̄ 但し m < n

3 単純型付計算

3.1 型

3.1.1 型

Atom は可算集合であり、番号が付いている　この集合の元を原子型と呼ぶ

Type は、生成元 Atom と二項演算 → から作られる自由代数である

Atom の元を原始型と呼び、二項演算 → を矢印と呼び、Type の元を型と呼ぶ

→ は右結合的である、即ち T → U → V = T → (U → V )

Type の文字列による実例は、例えば以下のように構成される

使う文字集合

矢印：→

括弧： ( , )

原子型： T1 , T2 , T3 ,... 可算個あり、番号が付いている

型は文脈自由文法で定義される

1. 原子型は型

2. T 、U が型なら、文字の連接 ( T → U ) も型

T ::= A | ( T → T ) 但し A ∈ Atom

3.1.2 階級

Type から N への函数 rank を以下のように定義する

1. rank(A) = 0 但し A ∈ Atom

2. rank(T → U) = max{rank(T ) + 1, rank(U)}

rank(T ) を T の階級と呼ぶ
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3.2 型付

3.2.1 環境

Var × Type の有限部分集合 Γ = {(x1, T1, ), (x2, T2), ..., (xn, Tn)} であって、各

x ∈ Var に対して (x, T ) ∈ Γ となる T ∈ Type が高々一ヶしかないような Γ を

環境と呼ぶ

環境全体の集合を Env と書く

Var × Type の有限部分集合 Γ = {(x1, T1, ), (x2, T2), ..., (xn, Tn)} を環境と見做

した場合には

{x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn}

または単に

x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn

と書く

環境 Γ 、x ∈ Var 、T ∈ Type に対して、

x : T ⊂ Γ 即ち (x, T ) ∈ Γ のことを x : T ∈ Γ と書く

この時、Γ (x) は T を表す

Γ,∆ ∈ Env 、x ∈ Var 、T ∈ Type に対して、

Γ ∪∆ 、Γ ∪ {x : T} がまた環境である場合には

Γ,∆ は Γ ∪∆ を表し、Γ, x : T 、x : T, Γ は Γ ∪ {x : T} を表す

Γ = {x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn} ∈ Env に対して Dom(Γ ) は {x1, x2, ..., xn} ⊂

Var を表す

3.2.2 型付規則

Γ ∈ Env 、M ∈ Λ 、T ∈ Type に対して、三項関係 Γ ` x : T は以下の規則を

有限回適用して得られるものである

Γ ` x : T
(x : T ∈ Γ )

Γ, x : T ` M : U
Γ ` λx.M : T → U

Γ ` M : T → U Γ ` N : T
Γ ` MN : U

Ø ` M : T を ` M : T と書く

以下が成り立つ

Γ ⊂ ∆ & Γ ` M : T ⇒ ∆ ` M : T

Γ ` M : T → U & ∆ ` N : T ⇒ Γ,∆ ` MN : U

Γ ` M : T ⇒ FV (M) ⊂ Dom(Γ )

11



特に、` M : T ならば M は閉項

ある Γ ∈ Env と T ∈ Type があって Γ ` M : T となる時、M は型付可能であ

ると言う

以下が成り立つ

Γ ` M : T かつM はβ正規であり、任意の x : U ∈ Γ に対し rank(U) < rank(T )

ならば、ある y ∈ Dom(Γ )、N ∈ Λ があって M = λy.N

例

x : T → U ` λy.xy : T → U の導出

1. x : T → U ` x : T → U

2. y : T ` y : T

3. x : T → U, y : T ` xy : U ; 1, 2 より

4. x : T → U ` λy.xy : T → U ; 3 より

x : (T → T ) → U ` xλy.y : U の導出

1. x : (T → T ) → U ` x : (T → T ) → U

2. y : T ` y : T

3. ` λy.y : T → T ; 2 より

4. x : (T → T ) → U ` xλy.y : U ; 1, 3 より

3.3 型付計算の代入

Γ, x : U ` M : T かつ Γ ` N : U ならば Γ, Γ ′ ` M [N/x] : T

同時代入についても同様である

3.4 主部簡約定理

Γ ` M : T & M
βη∗→ N ⇒ Γ ` N : T

3.5 正規化定理

定理

Γ ` M : T ならば M から始まるβ変換が無限に続くことはない

即ち、M は正規化可能である

このような性質を停止性と呼ぶ
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3.6 自然数の表現

` n̄ : (T → T ) → T → T

A ∈ Atom 、` M : (A → A) → A → A ならばある n ∈ N があって M
βη∼ n̄

A ∈ Atom, 0̂ = A, n̂+ 1 = n̂ → n̂, M = λzx.z(λwy.x(wy))λxy.y

と置くと、

Mm̄
β∗→ m̄, ` M : n̂+ 1 → n̂ (n ≥ 2)

` λvwxy.vx(wxy) : 2̂ → 3̂ = 2̂ → 2̂ → 2̂

` λvw.v(wx) : 2̂ → 3̂ = 2̂ → 2̂ → 2̂

` λv.v : 4̂ = 3̂ → 2̂ → 2̂

` M : n̂ → 2̂ (n ≥ 2) である時、函数 fM : N → N があって

Mm̄
βη∼ fM (m) 、かつ、fM (m) の計算量は O(m) ↑n O(m) である

` Pred : (((2̂ → 3̂) → 2̂) → (2̂ → 3̂) → 2̂) → 2̂

(λv.vPred)m̄n̄ は型付可能ではない

3.7 文脈自由文法

環境 Γ = {x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : TN} に於いて全ての Tn で rank(T ) ≤ 1 であ

り、rank(T0) = 0 即ち T0 ∈ Atom である時、{M |Γ ` M : T0,M はβ正規 } は

文脈自由文法の構造を持つ

例えば

A ∈ Atom, Γ = {x : A → A, y : A}

である時、

Γ ` M : A、かつ M はβ正規ならば M = xn

これは

1. y は L の元

2. M が L ならば xM は L の元

L ::= y|xL

という文脈自由文法の構造を持つ

また別の例では

A,B ∈ Atom, Γ = {w : A → B → A, x : B → A → B, y : A, z : B}

である時、

Γ ` M : A かつβ正規な M の集合は
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1. y は A の元

2. z は B の元

3. M ∈ A、N ∈ B ならば wMN は A の元

3. M ∈ A、N ∈ B ならば xNM は B の元

A ::= y|wAB, B ::= z|xBA

という文脈自由文法で定義される A の構造を持つ

4 定数付計算

4.1 定義

以前のラムダ計算を定数無しの計算と呼ぶ

定数付計算は、定数無しの計算から、用語の意味を少々変更し、ある種の制限を

加え、計算規則を追加することによって得られる

定数無しの計算の項の変数の内、一部を定数と呼び、残りを改めて変数と呼ぶ

定数全体の集合を Cons と書き、新しく定義した変数全体の集合を改めて Var と

書く

新しい定義での Var は以前の定義での Var −Cons であり、以前の Var は、新

しい定義の許での Cons ∪Var である

定数は自由変数に含めない

即ち、新しい定義での FV (M) は以前の定義の FV (M)− Cons である

定数無しの計算の項の上の演算に制限を加える

項の集合 Λ の上の演算の内、代入については、新たに定義した Var に対する代

入のみ可能である

同時代入についても同様である

またラムダ抽象 λ については、λx.M の作用は x 6∈ Cons の場合のみ可能である

規則集合 Rule は Λ× Λ の部分集合であり、以下の性質を持つ

Rule の元 (M,N) を M → N と書き、計算規則と呼ぶ

M → N ∈ Rule の M はある c ∈ Cons があって cM1M2...Mn という形をして

いる

Λ 上の二項関係 Rule→ は、以下の規則を有限回適用して得られる関係である

M
Rule→ N

但し、ある M ′ → N ′ ∈ Rule と同時代入 θ があってM = M ′θ, N = N ′θ
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この代入は定数に対する代入ではない
M

Rule→ N

λx.M
Rule→ λx.N

M
Rule→ N

ML
Rule→ NL

M
Rule→ N

LM
Rule→ LN

Cons と Rule を指定することによって定数付計算が特定される。

項全体の集合の名前には Λ を用いず、(Cons,Rule) に応じて新しい名前を用い

ることもある

ある定数付計算 (Cons,Rule) に対して、Λ の上の二項関係である
β→,

η→,
Rule→ の

合併の反射的推移的閉包を ∗→ と書き、この関係を計算と呼ぶ

正規、正規形等は同様に定義する

合流性は成り立つとは限らない

例

定数の集合 Cons = {P,L,R} 、計算規則 Rule = {L(Pxy) → x, R(Pxy) → y}

4.2 自然数の表現

定数の集合 {0, σ, ρ} 、計算規則 {ρ0xy → y, ρ(σz)xy → xz(ρzxy)}

項全体の集合 ΛN

この計算は合流性を充たす

本節では n̄ は σn0 を表す

Add = λx.ρxλz.σ, Add m̄n̄
∗→ m+ n

Mult = λxy.ρx(λz.Add y)0̄ Mult m̄n̄
∗→ mn

Pred = λx.ρxλxy.y, Pred 0̄
∗→ 0̄, Pred n̄

∗→ n− 1 (n ≥ 1)

Minus = λx.ρxλz.Pred , Minus m̄n̄
∗→ m− n (m ≥ n), Minus m̄n̄

∗→ 0̄ (m < n)

任意の m 引数部分再帰函数 f に対して f̄ ∈ ΛN があって

1. (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm が f の定義域に入ることと、

ある n があって f̄ n̄1n̄2...n̄m
∗→ n̄ となることとは同値

2. (n1, n2, ..., nm) が f の定義域に入るならば、f̄ n̄1n̄2...n̄m
∗→ f(n1, n2, ..., nm)

任意の m ∈ N と任意の M ∈ ΛN に対して m 引数部分再帰函数 fM があって

1. (n1, n2, ..., nm) ∈ Nm が fM の定義域に入ることと、

ある n があってMn̄1n̄2...n̄m
∗→ n̄ となることとは同値

2. (n1, n2, ..., nm)が f の定義域に入るならば、Mn̄1n̄2...n̄m
∗→ fM (n1, n2, ..., nm)
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4.3 二分木の表現

定数の集合 Cons = {nil , cons, car , cdr ,nilp}、

規則 Rule = {car nil → nil , car(cons xy) → x, cdr nil → nil , cdr(cons xy) → y,

nilp nil xy → x,nilp (cons vw)xy → y}

4.4 型付計算

定数付計算の定数 Cons に対して、定数環境とは以下を充たす部分集合 Γc ⊂

Cons × Type である

各 c ∈ Cons に対して唯一の T ∈ Type があって (c, T ) ∈ Γc

定数付計算では、Γ を環境と呼んだ場合には Dom(Γ ) ∩ Cons = Ø を仮定する

定数 Cons と定数環境 Γc の許で三項関係 Γ ` M : T が成り立つのは以下が共に

成り立つ時である

1. ある有限部分集合 Γ ′ ⊂ Γc があって Γ, Γ ′ ` M : T

2. Γ は定数 Cons の許での環境

定数 Cons と定数環境 Γc の許での型付定数付計算では、各計算規則 M → N ∈

Rule に対して以下を仮定する

環境 Γ と型 T があって Γ ` M : T かつ Γ ` N : T

計算規則 M → N ∈ Rule から関係 Rule→ を定義する際の同時代入は型付計算の同

時代入である

4.5 自然数の表現

原子型の集合 Atom = {N}

型の集合 Type の元は N と → から作られる

定数の集合 {0, σ} ∪ {ρT |T ∈ Type} 、

計算規則 {ρT 0xy → y, ρT (σz)xy → xz(ρT zxy)|T ∈ Type}

定数の型

Γc = {0 : N, σ : N → N} ∪ {ρT : N → (N → T → T ) → T → T |T ∈ Type}

この計算を原始再帰的計算類の計算と呼ぶ

ある計算量以下の函数はこの計算によって模倣される
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4.6 二分木の表現

原子型の集合 Atom = {B}

型の集合 Type の元は B と → から作られる

定数の集合 Cons = {nil , cons} ∪ {brecT |T ∈ Type}

計算規則

{brecTnil xy → y, brecT (cons vw)xy → xvw(brecT vxy)(brecTwxy)|T ∈ Type}

定数の型 Γc = {nil : B, cons : B → B → N}

∪ {brecT : B → (B → B → T → T → T ) → T → T |T ∈ Type}

原始再帰的計算類の計算量以下の函数はこの計算によって模倣される

car = λx.brecBx(λvwyz.v)nil cdr = λx.brecBx(λvwyz.w)nil

nilpT = λx.brecT→T→Tx(λvv
′ww′yz.y)λyz.z

と置くと

` car : B → B, ` cdr : B → B, ` nilpT : B → T → T → T

car nil
∗→ nil , car(cons xy)

∗→ x, cdr nil
∗→ nil , cdr(cons xy)

∗→ y,

nilpT nil xy
∗→ x, nilpT (cons vw)xy

∗→ y}

5 データ構造

データ構造を利用する際には、そのデータ構造の要素を作る操作と、そのデータ

構造の要素から情報を取り出す操作が必要である

型付計算でデータ構造を表す型をデータ型と呼ぶ

函数では、要素を作る操作はラムダ抽象であり、情報を取り出す操作は函数適用

である

対では、要素を作る操作は P = λxyz.zxy であり、情報を取り出す操作は L =

λz.zλxy.x と R = λz.zλxy.y である

自然数では、要素を作る操作は 0 と σ であり、情報を取り出す操作は ρ である

二分木では、要素を作る操作は nil と cons であり、情報を取り出す操作は car、

cdr、nilp、brecT 等である

6 二階型付計算

本章では二階型付計算 F について述べる
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用語の定義は変更される

6.1 型文字列

6.1.1 型文字列

型文字列とはある種の文字列

使う文字集合

パイ： Π

矢印：→

括弧： ( , )

型変数文字： tv1 , tv2 , tv3 ,... 可算無限個あり、番号が付いている

項文字列は文脈自由文法で定義される

1. 型変数文字は型文字列

2. T が型文字列で X が型変数文字なら、文字の連接 ( Π XT ) も型文字列

3. T 、U が型文字列なら、文字の連接 ( T → U ) も型文字列

T ::= X | ( Π XT ) | ( T → T ) 但し X は型変数文字

6.1.2 型文字列の上の演算

型文字列の上にパイ抽象と函数型生成という演算を定義する

（パイ抽象）T が項文字列で X が変型数文字なら ΠX.T は文字の連接

( Π XT )

（函数型生成）T 、U が型文字列なら T → U は文字の連接 ( T → U )

函数型合成は右結合的である、即ち T → T ′ → T ′′ = T → (T ′ → T ′′)

函数型合成よりも型ラムダ抽象の方が結合力が強い、

即ち ΠX. T → U = (ΠX.T ) → U

ΠX1X2...Xn.T は ΠX1.ΠX2. ...ΠXn.T を表す

6.1.3 名前換え

型文字列の上に、名前換えという演算を定義する

T が型文字列でX1 、X2 、… Xn 、Y1 、Y2 、… Yn が型変数文字であり、X1 、

X2 、… Xn は全て相異なる時、T{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} は以下のように定

義される

但しこの演算の結合力は → より強い
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1. Xi{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} = Xi 但し i ∈ {1, 2, ..., n}

2. Z{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} = Z

但し Z は型変数文字で Z 6∈ {X1, X2, ..., Xn}

3. (T → U){Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} =

T{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} → U{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn}

4. (ΠZ.T ){Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} = ΠZ.T{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn}

但し Z 6∈ {X1, X2, ..., Xn, Y1, Y2, ..., Yn}

5. (ΠXi.T ){Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} =

ΠXi.T{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yi−1/Xi−1, Yi+1/Xi+1, ..., Yn/Xn}

但し i ∈ {1, 2, ..., n} 、Xi 6∈ {Y1, Y2, ..., Yi−1, Yi+1, ..., Yn}

6. (ΠYi.T ){Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} =

ΠZ.M{Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn, Z/Yi}

但し i ∈ {1, 2, ..., n} 、Yi 6∈ {X1, X2, ..., Xn} 、

Z は T,X1, X2, ..., Xn, Y1, Y2, ..., Yn に現れない、番号の最も若い型変数文字

7. (ΠXi.T ){Y1/X1, Y2/X2, ..., Yn/Xn} =

ΠZ.T [Y1/X1, Y2/X2, ..., Yi−1/Xi−1, Z/Xi, Yi+1/Xi+1, ..., Yn/Xn]

但し i ∈ {1, 2, ..., n} 、Xi ∈ {Y1, Y2, ..., Yn−1, Yi+1, ..., Yn} 、

Z は T,X1, X2, ..., Xn, Y1, Y2, ..., Yn に現れない、番号の最も若い変数

6.1.4 代入

型文字列 T 、U と型変数文字 X に対して代入 T [U/x] を定義する

代入の結合力は → より強い

1. X[U/X] = U

2. Y [U/X] = Y 但し Y は X 以外の型変数文字

3. (ΠY.T )[U/X] = ΠY.T [U/X] 但し Y 6= N かつ Y は N の中に現れない

4. (ΠX.T )[U/X] = ΠX.T

5. (ΠY.M)[U/X] = ΠZ.T{Z/Y }[U/X]

但し Y は N に現れ、かつ、Z は T,U,X に現れない、最も番号の若い型変数

文字
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6.2 項文字列

6.2.1 環境文字列

使う文字集合

パイ： Π

矢印：→

括弧： ( , )

変数文字： v1 , v2 , v3 ,... 可算無限個あり、番号が付いている

型変数文字： tv1 , tv2 , tv3 ,...

コロン： :

読点： ,

型文字列 T1、T2、… Tn と互いに異なる変数文字 x1、x2、… xn があって文字

列の連接で x1 : T1 , x2 : T2 , ... , xn : Tn となっている文字列を環境文字列

と呼ぶ

空文字列もまた環境文字列と呼ぶ

変数文字 x と型文字列 T に対して x : T とは文字列の連接 x : T という環境文

字列となる演算である

環境文字列の上の部分的に定義される演算 , を定義する

空でない環境文字列 Γ と Γ ′ に対して、もし文字列の連接 Γ , Γ ′ が環境文字列

ならば、Γ, Γ ′ とは、文字列の連接 Γ , Γ ′ という環境文字列となる

環境文字列 Γ と Γ ′ の片方のみが空である場合、Γ, Γ ′ とは、空でない方の環境

文字列となる

空文字列 Γ に対しては Γ, Γ = Γ

環境文字列 Γ と変数文字 x との間の演算 Γ − x を以下のように定義する。

Γ が空文字列ならば Γ − x = Γ

x : T − x は空文字列

y : T − x = y : T 但し y 6= x

Γ, x : T − x = Γ

Γ, y : T − x = (Γ − x), y : T 但し y 6= x

6.2.2 演算

使う文字集合
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ラムダ： λ

大文字ラムダ： Λ

パイ： Π

矢印：→

括弧： ( , )

変数文字： v1 , v2 , v3 ,...

型変数文字： tv1 , tv2 , tv3 ,...

コロン： :

以上の文字からなる文字列の上に以下の演算を定義する

（変数生成）変数文字 x と型文字列 T に対して xT は文字列の連接 ( x : T )

xT を略して単に x と書くこともある

（ラムダ抽象）変数文字 x と型文字列 T と文字列 M に対して λx : T.M は文字

列の連接 ( λ xTM )

（函数適用）文字列 M、N に対して MN は文字列の連接 ( MN )

（型抽象）型変数文字 X と文字列 M に対して ΛX.M は文字列の連接

( Λ XM )

（型適用）文字列 M と型文字列 T に対してMT は文字列の連接 ( MT )

函数適用、型適用は左結合的である

ラムダ抽象、型抽象の結合力は函数適用、型適用より弱い

6.2.3 型付

環境文字列 Γ と型文字列 T と文字列 M との間の三項関係 Γ ` M : T は以下の

規則を有限回適用して得られるものである

Γ ` xT : T 但し Γ は x : T を部分列として含む

Γ ` M : U
Γ − x ` λx : T.M : T → U

但し、x が Γ に現れるならば、それは x : T という形で現れる
Γ ` M : T → U Γ ` N : T

Γ ` MN : U

Γ ` M : T
Γ ` ΛX.M : ΠX.T

但し、X は型変数文字であって Γ に登場しない

Γ ` M : ΠX.T
Γ ` MU : T [U/X]
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ある環境文字列 Γ と型文字列 T があって Γ ` M : T となるような文字列 M を

項文字列と呼ぶ

6.2.4 名前換えと代入

項文字列に対する名前換え { / } と代入 [ / ] は同様に定義する

6.3 型と項

6.3.1 α同値

型文字列の上の同値関係 α∼ と項文字列の上の同値関係 α∼ を同様に定義し、α同

値と呼ぶ

例

x = v1 、y = v2 、X = tv1 、Y = tv2 の時、

ΠX.(X → X)
α∼ ΠY.(Y → Y )、ΠX.ΠY.(X → Y )

α∼ ΠY.ΠX.(Y → X)

xΠX.(X→X) α∼ xΠY.(Y→Y )、λxX .xX α∼ λyX .yX、ΠX.λxX .xX α∼ ΠY.yY .yY

6.3.2 型

型文字列のα同値による同値類を型と呼ぶ

型全体の集合を Type と書く

型変数文字 X のα同値による同値類は {X} である

これを型変数と呼ぶ

型変数全体の集合を TVar と書く

パイ抽象、函数化型生成、代入の演算は型に自然に導入される

X ∈ TVar 、T,U ∈ Type に対してΠX.T 、T → U 、T [U/X] は自然に導入さ

れたパイ抽象、函数化型生成、代入を表す

6.3.3 項

項文字列のα同値による同値類を項と呼ぶ

項全体の集合を Term と書く

xT のα同値による同値類は {xT ′ |T α∼ T ′} である

これを変数と呼ぶ

変数文字 x と型 T に対して、文字列の集合 {xT ′ |T ′ ∈ T} を xT と書き、また省

略して x と書く
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変数 xT に対して、変数文字 x を xT の変数名と呼び、Name(xT ) と書く

変数全体の集合を Var と書く

ラムダ抽象、函数適用、型抽象、型適用、代入の演算は項形に自然に導入される

x ∈ Var 、M,N ∈ Term 、X ∈ TVar 、T ∈ Type に対して λx : T.M 、MN 、

ΛX.M 、MT 、M [N/x] 、M [T/X] は自然に導入されたラムダ抽象、函数適用、

型抽象、型適用、項代入、型の代入、を表す

項の代入はいつも定義されるとは限らない

項の中の変数に項を代入した結果が項形とならないこともある

6.3.4 自由変数と自由型変数

自由変数は同様に定義する

自由型変数もまた、自由変数と同様に定義する

M ∈ Term に対して FV (M) は M の自由変数を表す

M ∈ Term 、T ∈ Type に対して FTV (M) 、FTV (T ) は M と T の自由型変

数を表す

例

FV (λyY .xY→XyY ) = {xY→X}

FTV (ΠY.(X → Y )) = {X}、FTV (ΛX.λxY→X .xY→XyY ) = {Y }

6.3.5 環境

Var の有限部分集合 Γ ⊂ Var であって、各 x, x′ ∈ Γ に対して x 6= x′ ならば

Name(x) 6= Name(x′) となるような Γ を環境と呼ぶ

環境全体の集合を Env と書く

Var の有限部分集合 Γ = {xT1
1 , xT2

2 , ..., xTn
n } を環境と見做した場合には

{x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn}

または単に

x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn

と書く

Γ ∈ Env 、xT ∈ Var に対して、

x : T ⊂ Γ 即ち xT ∈ Γ のことを x : T ∈ Γ と書く

この時、Γ (x) は T を表す

環境 Γ と ∆ 、及び xT ∈ Var に対して、
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Γ ∪∆ 、Γ ∪ {xT } がまた環境である場合には

Γ,∆ は Γ ∪∆ を表し、Γ, x : T 、x : T, Γ は Γ ∪ {xT } を表す

環境 Γ = {x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn} に対して

Dom(Γ ) は {x1, x2, ..., xn} ⊂ Var を表し

FTV (Γ ) は
⋃

i FTV (Ti) を表す

環境文字列 Γ = x1 : T1, x2 : T2, ..., xn : Tn に対して

Γ̄ = {x1 : U |U α∼ T1}, {x2 : U |U α∼ T2}, ...{xn : U |U α∼ Tn}

は環境である

ここに {xi} ∈ Var 、T̄i ∈ Type

この Γ̄ を環境文字列 Γ から得られる環境と呼ぶ

6.3.6 型付規則

Γ ∈ Env 、M ∈ Term 、T ∈ Type に対して

ある環境文字列 Γ ′ 、項文字列 M ′ ∈ M 、型文字列 T ′ ∈ T があって

Γ は Γ ′ から得られた環境であり、かつ Γ ′ ` M ′ : T ′ であることを

Γ ` M : T と書く

この三項関係は、以下の規則を有限回適用したものとして定義される関係と一致

する

Γ ` x : T
但し x : T ∈ Γ

Γ ` M : T
Γ ′ ` M : T

但し Γ ⊂ Γ ′

Γ, x : T ` M : U
Γ ` λx : T.M : T → U

Γ ` M : T → U Γ ′ ` N : T
Γ, Γ ′ ` MN : U

Γ ` M : T
Γ ` ΛX.M : ΠX.T

但し X 6∈ FTV (Γ )
Γ ` M : ΠX.T

Γ ` MU : T [U/X]

ラムダ抽象、函数適用、型抽象、型適用、項の代入、型の代入の演算は項に自然

に導入される

項の代入 M [N/x] は、Γ, x : U ` M : T かつ Γ ` N : U の場合のみ定義される

自由変数、自由型変数もまた項に自然に導入される

例

y : Y `

(ΛX.λxX .x)(ΠX.((Y → X) → X))ΛX.λxY→X .xy : ΠX.(X → Y ) → Y

の規則からの導出
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1. x : X ` x : X

2. ` λxX .x : (X → X) ; 1 より

3. ` ΛX.λxX .x : ΠX.(X → X) ; 2 より

4. ` (ΛX.λxX .x)(ΠX.((Y → X) → X)) :

ΠX.((Y → X) → X) → ΠX.((Y → X) → X) ; 3 より

5. x : Y → X ` x : Y → X

6. y : Y ` y : Y

7. x : Y → X, y : Y ` xy : X ; 5, 6 より

8. y : Y ` λxY→X .xy : (Y → X) → X ; 7 より

9. y : Y ` ΛX.λxY→X .xy : ΠX.((Y → X) → X) ; 7 より

10. y : Y ` (ΛX.λxX .x)(ΠX.((Y → X) → X))ΛX.λxY→X .xy :

ΠX.(X → Y ) → Y ; 4, 9 より

6.4 計算

6.4.1 β変換

項 M 、N に対して、二項関係 M
β→ N は以下の規則を有限回適用して得られ

る関係である

(λx. : U.M)N
β→ M [N/x] (ΛX.M)U

β→ M [U/X]

M
β→ N

λx : T.M
β→ λx : T.N

M
β→ M ′

MN
β→ M ′N

N
β→ N ′

MN
β→ MN ′

M
β→ M ′

ΛX.M
β→ ΛX.M ′

M
β→ M ′

MU
β→ M ′U

M は項なので、ある Γ ∈ Env 、T ∈ Type があって Γ ` M : T

M
β→ N 、Γ ` M : T ならば Γ ` N : T

β→ は合流性と停止性を充たす

β正規は同様に定義する

例

(ΛX.λx(Y → X).xy)Y ((ΛX.λxX .x)Y )
β→ (λx(Y → Y ).xy)((ΛX.λxX .x)Y )

β→ (λx(Y → Y ).xy)λxY .x
β→ (λxY .x)y

β→ y
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6.4.2 η変換

項 M 、N に対して、二項関係 M
η→ N は以下の規則を有限回適用して得られ

る関係である

λx : T.Mx
η→ M

但し x 6∈ FV (M)
ΛX.MX

η→ M
但し X 6∈ FTV (M)

M
η→ N

λx : T.M
η→ λx : T.N

M
η→ M ′

MN
η→ M ′N

N
η→ N ′

MN
η→ MN ′

M
η→ M ′

ΛX.M
η→ ΛX.M ′

M
η→ M ′

MU
η→ M ′U

M
η→ N 、Γ ` M : T ならば Γ ` N : T

η→ は合流性と停止性を充たす

η正規は同様に定義する

6.5 各種のデータ型

6.5.1 対の型

T,U ∈ Type に対して、以下の型と項を定義する

T × U = ΠX.(T → U → X) → X

PT,U = λxT yUΛX.λzT→U→X .zxy

LT,U = λzT×U .zTλxT yU .x

RT,U = λzT×U .zTλxT yU .y

すると ` PT,U : T → U → T × U, ` LT,U : T × U → T, ` RT,U : T × U → U

LT,U (PT,UMN)
β∗→ M 、RT,U (PT,UMN)

β∗→ N

6.5.2 三つ組の型

T,U, V ∈ Type に対して、以下の型と項を定義する

×(T,U, V ) = ΠX.(T → U → V → X) → X

TripleT,U,V = λxT yUzV ΛX.λwT→U→V→X .wxyz

FstT,U,V = λw×(T,U,V ).zTλxT yUzV .x

SndT,U,V = λw×(T,U,V ).zUλxT yUzV .y

TrdT,U,V = λw×(T,U,V ).zV λxT yUzV .z

すると
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` TripleT,U,V : T → U → V → ×(T,U, V ), ` FstT,U,V : ×(T,U, V ) → T,

` SndT,U,V : ×(T,U, V ) → U, ` TrdT,U,V : ×(T,U, V ) → V

FstT,U,V (TripleT,U,V MM ′M ′′)
β∗→ M 、SndT,U,V (TripleT,U,V MM ′M ′′)

β∗→ M ′ 、

TrdT,U,V (TripleT,U,V MM ′M ′′)
β∗→ M ′′

6.5.3 自然数の型

N = ΠX.(X → X) → X → X と置き、更に以下の項を定義する

0 = ΠX.λxX→XyX .y

σ = λnN.ΠX.λxX→XyX .x(nXxy)

ρT = λnNfN→T→T gT .RN,T (n(N, T )

(λyN×T .PN,T (σ(LN,T y))(f(LN×T y)(RN,T y)))

(PN,T 0g) )

すると

` O : N, ` σ : N → N, ρT : N → (N → T → T ) → T → T

ρT 0xy
β∗→ y, ρT (σ

(n+1)0)xy
β∼ x(σn0)(ρT (σ

n0)xy)
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