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1 はじめに

ベイジアンネット（Bayesian net） [2] の周辺分布の
計算法には 単結合（singly connected）グラフに使え
る Pearlのアルゴリズム [7] と複結合（multiply con-

nected）グラフでも使える結合木（junction tree）ア
ルゴリズム [4]がある。ともに頂点間のメッセージ交
換に基づくアルゴリズムであり、まとめてBP (belief
propagation) と呼ばれている。特に BPをループのあ
るベイジアンネットまで適用した場合 loopy BPと呼
ばれている。
Loopy BP は誤り訂正符号の分野で驚異的性能を誇

る Turbo 復号アルゴリズムや LDPC復号アルゴリズ
ムと一致する事が近年分かり [5]、多変量分布の周辺
分布の効率的近似計算法として注目を集めている。現
在 loopy BP は統計力学に於ける変分自由エネルギー
の近似法の一つである Bethe近似の停留解を与える計
算法として理解されている。更に良い近似としてはよ
り一般的な Kikuchi 近似 [8]があり、Kikuchi 近似の
停留解を与える計算法として GBP[8]や CCCP[9] が
すでに提案されている。しかしながら GBPもCCCP
もアルゴリズムとして複雑であり、どのような場合で
も効率的であるとは言えない。
Ajiら [1]は GBP より近似精度は落ちるが計算効率

の良い方法として、loopy BPを変数クラスターを頂
点とする結合グラフ (junction graph) に適用したが、
それがKikuchi 近似の停留解を計算している保証はな
かった。本論文では [1]の問題点を克服するため、ク
ラスターグラフを導入し、クラスターグラフ上のBP、
即ちクラスターBPを提案する。そしてクラスターグ
ラフが"tree条件"を満たす時クラスターBPはKikchi
近似の停留解を計算する。紙面の都合上、詳しい説明
及びクラスターグラフ上の CCCP アルゴリズムの導
出は省いた1。

1http://sato-www.cs.titech.ac.jp/sato/Cluster-BP.ps

2 準備

我々は計算の対象である離散的な n次元確率変数ベク
トル X = (X1; : : : ; Xn)を「系」と呼び、その同時確
率分布 p(x) = p(x1; : : : ; xn)が以下の条件を満たす事
を仮定する。

� p(x)は常に正、即ち p(x) > 0 for any x

� p(x)は以下のようにポテンシャル関数 �(x�)の
積として表される

p(x) = �

Y
�2P

 �(x�) (1)

where

�
�1 =

X
x

Y
�2P

 �(x�)

ここで �; �
0 などは正規化定数を表す。 � はベクト

ル (1; : : : ; n) の部分ベクトルであり、 P はそのよ
うな部分ベクトルの集合である。 x� は � に対応す
る (x1; : : : ; xn) の部分ベクトルを表す。 例えば x =
(x1; x2; x3; x4) に対し � = (2; 4) ならば x� = (x2; x4)
となる。便宜上部分ベクトル �を集合と同一視する。
従って � = (2; 4) は � = f2; 4g でもある。� の成
分は順序付けられているのでこのようにしても混乱
は起きない。 以後 f1; : : : ; ng の部分集合を クラス
ター、P の元をポテンシャルクラスターと呼ぶ。�; �

がクラスターの時 � \ �、 � [ �、 � n � もクラス
ターである。� = f1; 2;3g、 � = f2; 3; 4g ならば
x�\� = xf2;3g = (x2; x3)、x�n� = xf1g = x1 など
となる。 また記法上の注意として A � B は A が B

に本論文のより詳しい説明がある。そこでは本論文に於ける「クラ
スターグラフ」を「一般化クラスターグラフ」、「クラスター BP」
を「一般化クラスター BP」と呼んでいる。 また Bethe 近似、
Kikuchi近似の説明は [8] に依っている。
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の真部分集合である事を意味し、A � BはA � Bま
たは A = B を意味する。
さてここで統計力学に習い、試験分布 b(�)を変分関

数とする変分自由エネルギー

F (b)
def
= （系の平均エネルギー） (2)

�（系のエントロピー）

=
X
x

b(x)E(x)� S (3)

を考えると2
F (b) は b(x) = p(x) の時最小値を取る。

我々の目標は、 式 (1) で定義される分布 p(x) が与
えられた時、 式 (3) の変分自由エネルギー F (b) に
対し F (b) � FK(fb�g) であるような Kikuchi 近似
FK(fb�g) を定義し、 p(x) = argmin

b
F (b) から導か

れる p(x)の周辺分布 fp�(x�)gに関する近似式

fp�g � argminfb�gFK(fb�g)

を利用して、 argminfb�gFK(fb�g)を計算する事によ
り fp�g を近似的に求める事である。但し b�(x�) は
b(x)の �の周辺分布である。

3 クラスターと重複数

ポテンシャルクラスターPに対し以下の性質を持つ集
合Uを導入する。

� Pの任意の元 �に対し、それを覆うUの（集合
の包含関係の意味で）最小元 � 2 Uがある。 即
ち � � � 且つ、任意の �

0
2 Uに対し � � �

0 な
らば � � �

0

Uは集合の包含関係に関して半順序集合をなしてい
る。Uの元を一般化Kikuchiクラスターと呼ぶ。元々
の Kikuchi クラスター集合は交わりに関して閉じてい
る（�; � 2 Uならば�� 2 U）事が要求されているが、
ここではそのような事は求められていない。本論文で
以後簡単の為Uの極大元集合と Pが一致する場合の
みを考える。次に Uの各元 �に対し重複数 a�を以下
により決める。(

a�
def
= 1 if � が極大

a�
def
= 1 �

P
�:���;�2U a� その他

2系のエネルギー E(x)は E(x) = �
P

�2P
ln (x�)、エント

ロピーは S = �
P

x

b(x) ln b(x) で与えられる。

この定義から X
�:�2U;���

a� = 1 for 8� 2 U

が成立する。この性質を利用して系のエントロピーの
近似を行なう。 まずクラスター � 2 U のエントロ
ピー S� を

S�
def
= �

X
x�

b�(x�) ln b�(x�)

と置く。次にS
+
�
を �の小さい方から帰納的に定める。(

S
+
�

def
= S� if �が Uの極小元

S
+
�

def
= S� �

P
�:���;�2U S

+
�

o.w.

すると

X
x

b(x)E(x) =
X
�2U

a�

X
x�

b�(x�)E�(x�)

S �

X
�2U

S
+
�

=
X
�2U

a�S�

が 導ける 。 但し E�(x�) は E�(x�) =P
�:�2P;��� (� ln �(x�)) により定められるクラ

スター �のエネルギーである。
これら二つの式を式 (3) に代入すると F (b) の近似

式が得られ、さらにそれを同値変形する事により変分
自由エネルギー F (b)のU に基づく一般化Kikuchi近
似 F

0
K
(b)

F
0
K
(fb�g)

def
=

X
�2U

a�

X
x�

b�(x�) ln

�
b�(x�)

��(x�)

�
(4)

where

��(x�) =
Y

�:�2P;���

 �(x�) (5)

を得る。Uが交わりに関して閉じている時のF
0
K
(fb�g)

が本来の Kikuchi 近似である。 FK(fb�g) の停留解
（最小値）を与える b�(x�)は p(x)の正確な周辺分布
p�(x�)の良い近似を与える事が期待出来る。
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4 クラスターグラフ

F
0
K
(fb�g)の停留解を BP のようなメッセージ交換で

計算するため、クラスターグラフを導入する。クラス
ターグラフは結合木や Ajiらの結合グラフ [1]を特殊
な場合として含む。
一般化 Kikuchiクラスター集合 U に基づくクラス

ターグラフ GU とは頂点と辺がUの元によりラベル付
けされた無向グラフで以下の条件を満たすものを言う。

� Uの極大元は丁度 1回頂点のラベルとして GU に
出現している。

� 頂点 v1; v2 がそれぞれクラスター �1、�2 により
ラベル付けされている時、v1 と v2 を結ぶ辺（も
しあれば）は、 � � �1 \�2、� 2 Uでラベル付
けされている。

クラスターグラフ上の BPのようなメッセージ交換
が Kikuchi 近似の停留解を計算する事を保証する為
tree 条件を導入する。

GU が tree 条件 を満たす
i�
任意の � 2 U について、�を含むラベルでラ
ベル付けされた頂点、辺よりなる GU の部分グ
ラフが tree を成す

図 1 の左のクラス ターグ ラフは U =
f124; 234; 134; 24; 34; 14; 4g のクラスターグラフ
である。4 を含む頂点と辺がループを成すので tree
条件を満たしていないが、4を辺から削除した右のグ
ラフは tree条件を満す。

(1) The tree condition
    violated (2) Generalized cluster graph

24 14

12
34
23
4 34

12
4

13
4

24 14

12
34
23
4 3

12
4

13
4

図 1: tree条件を満たすクラスターグラフへの変換

5 クラスターBPの導出

� 2Uによりラベル付けされているクラスターグラフ
GU の頂点の数を V (�)、辺の数をE(�)で表す。Uの
半順序関係を使った帰納法により我々は以下の事を証
明出来る。

Proposition 5.1 GU が tree 条件を満たすなら、任
意の重複数 a� 2 Uについて

a� = V (�) �E(�)

これより、一般化Kikuchi近似は以下のように変形さ
れる。

F
0
K
(fb�g) =

X
v2V

X
xv

bv(xv) ln

�
bv(xv)

�v(xv)

�

�

X
e2E

X
xe

be(xe) ln be(xe)

但しV、EはそれぞれGU の頂点の全体、辺の全体であ
り、頂点 v 2 V をラベル付けしているクラスターを v

で、辺 e 2 Eをラベル付けしているクラスターを eで
表している。我々はF

0
K
を極小化するfbv(xv); be(xe)g

を、確率制約
P

xv
bv(xv) = 1と周辺分布間の一貫性

制約
P

xv1ne
bv1 (xv1) � be(xe)の下に求める。その為

C =
X
e2E

X
xe

8<
:�ev1(xe)

0
@X
xv1ne

bv1(xv1 )� be(xe)

1
A

+�e
v2
(xe)

0
@X
xv2ne

bv2(xv2)� be(xe)

1
A
9=
;

+
X
v2V

�v

0
@X

xv

bv(xv) � 1

1
A (6)

なる制約項 C を F
0
K
に加えた LagrangianL = F

0
K
+ C

の停留点を求める。 ここで f�
e

v1
(xe); �ev2(xe); �vgは

Lagarange 乗数である。実際に L を微分して計算を
行い、

mij(xi\j) = � e
��

ij

i
(xi\j)
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mij(xij) = �

X
xinij

�i(xi)
Y

k2N(i)nj

mki(xik) (7)

bi(xi) = �
0
�i(xi)

Y
k2N(i)

mki(xik) (8)

図 2: クラスターBP

と置くと図 2のクラスターBPに到達する。mij(xij)

は頂点 i から頂点 j に向かうメッセージであり、 xij

の ij は iと j を結ぶ辺をラベル付けしている Uのク
ラスターである。

ここで導入したクラスターBPはGBPより狭いが、
Pearlの BPや接合木の BP、Ajiらの結合グラフ上の
BP[1]、ファクターグラフ上の sum-product アルゴリ
ズム [3]を包含する、（一般化された）Kikuchi近似を
計算する反復アルゴリズムである。
Pakzad らは [6]でクラスター集合Rを導入し、R

の集合の成す半順序関係を表すHassse図上のメッセー
ジ交換を論じている。変分自由エネルギーの近似程度
の目安としてクラスターサイズ nに注目し、 サイズ
n 以下の任意の集合 Ck = fi1; : : : ; ikg (k � n) につ
いて、条件 Bn :

P
�2R:��Ck

a� = 1 を付ける事に
より近似程度の制御を計っている [6]。 一般化クラス
ター BPとの比較で言えば、条件Bnは一般化クラス
ター BPで成り立っている条件、即ち任意の � 2 U0

に対し
P

�:�2U0;��� a� = 1、とは独立である。その
為一般化クラスターグラフでも Pakzadらのアプロー
チで認められないものがある。例えばクラスター集合
f123; 234; 2gのHasse図は tree条件を満たす一般化ク
ラスターグラフである。しかし a123 = a234 = 1なの
で
P

��23 a� = 1 + 1 = 2となり、n = 2の時の条件
B2 が満たされないので Pakzadらのアプローチでは
認められない。また彼らのメッセージが「上から下へ」
の一方向である点もクラスター BPと異なる。
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