
������ ベイジアンネットセミナー ����
����	�
 �	 ��
����	 �����
�� ��������
���
�� ����	� ��� ���� �����

ビリーフプロパゲーション ～統計力学の視点から～
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��������� ビリーフプロパゲーション ����法と類似した枠組みとして物理学では平均場近

似法という計算技法が知られている．近年，特に近似計算の文脈で両枠組みの類似性に着目

した研究が増えているが，実験や観測等，計算量爆発の問題が生じない代替手段により間接

的にであっても結果の検証が可能な物理モデルを対象としてきた平均場近似法の研究は ��

法のそれとは一味違うこともまた事実である．特に，要素数を無限大にした極限で解析的な

取り扱いが容易になる「平均場モデル」に関する研究は大自由度系に対する物理学的接近法

を最も特徴付けるものであろう．本稿では，物理学の視点を際立たせるため，平均場モデル

の典型例である連想記憶モデルへの ��法の適用を考察する．それ自体は情報処理としてさ

ほど意味のあるモデル解析ではないが，��計算論的には計算爆発を引き起こすと考えられる

完全２部グラフに対する ��法が物理的考察によって高々要素数の自乗程度の計算量まで削

減され，���しかも要素数を増やすほど計算結果が厳密（と予想される）解に近づく例となっ

ており，より実際的な問題の解決法に対して何らかのヒントを与えるかもしれない．

� 連想記憶モデル
まず，本稿で考察するホップフィールドの連想記憶モ

デルを導入しよう ��� 	
．各成分が 	値 ��で表される
� 個の � 次元パターンベクトル
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�� � �� 	� � � � � � �を考える．ただし，各成分 ��� は��が
等確率で独立に生成されているものと考える．

ホップフィールドはヘブ則　
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によりシナプス結合を定義することでこれらのパター

ンを � 個の 	値ニューロン 
����������� � �� からなる
ニューラルネットワークに「記憶」させることが出来る

ことを示した ��
．もう少し具体的に言うと，パターン

数 � が � に比例するある臨界値以下の場合，ニューロ

ンをあるパターン �例えば �
��に近い状態に置けば
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に従い繰り返し状態更新を行うことで記憶パターンに近

いベクトルに状態を収束させることが出来る．これはヒ
�東京工業大学大学院知能システム科学専攻〒 ��������横浜市緑
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トが提示された情報を手がかりに記憶を「連想」する過

程を彷彿とさせる．つまり，高度な情報処理に見えるヒ

トの記憶や連想と似たような仕組みがこれくらい簡単な

数理モデルにより構成できるという訳である．

連想記憶の研究ではより高機能な記憶や脳との対応な

ど数多くの興味深い進展があるのだが，ここで必要なも

のは ��法を適用するための統計モデルという側面だけ

なので式 ���がコスト関数
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の最急降下として表現されることを言及するに留める．

� ボルツマン分布とグラフ表現
つまり，連想記憶モデルにおける記憶の連想は与えら

れたパターンの組 ����により定まるコスト関数 ���の

局所最小化に他ならない．ただし，脳などの生体におけ

る対応を考える場合外界のノイズの影響を考えなけれ

ばならない．そのような効果を特徴付けるものとして式

���に関する最小化の代わりにしばしばボルツマン分布

� �������� � ��� ������������
 ���

によるモデル化がなされる �	
．ここで � � �はその逆

数が絶対温度に対応するパラメータであり，外界のノイ
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図 �� 連想記憶モデルにおけるボルツマン分布の概念図．

ズの強さを表す．この定式化ではニューロンの状態�の

ボルツマン分布に関する平均値が連想状態を表す．大規

模統計モデルの平均値計算には一般に計算爆発が生じ

る．そこで，以下ではニューロン数 �，パターン数 �

を比 
 � ��� � ����としたまま大きくした極限（つ

まり厳密計算が爆発する局面）でこれを ��法により近

似的に評価することを考える．

ただし，通常の意味での平均値を求める訳ではない．

なぜなら，連想記憶モデルは各パターンをコスト関数の

局所最小状態として記憶しているからである．ボルツマ

ン分布に関する真の平均値を計算するとそれぞれの局所

最小状態が混ざり合った意味のないものが求まってしま

う．本来のモデルが局所最小状態を利用した記憶の表現

をしている以上，記憶パターンに対応したボルツマン分

布の局所最大付近のみの重みでの平均計算が必要となる

のである �図 ��．

そのため次のような手続きを取る．例えば，ニューロ

ンがパターン �� に近いボルツマン分布の局所最大に近

い状態にあるとする．ガウス積分を用いると
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のように表現される．状態がパターン ��に近くオーバー

ラップ �� � ���� �� 	 � が ���� の値を取る場合には

� �� �に対して補助（潜在）変数 �に関する積分 ���
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図 	� 連想記憶モデルのグラフ表現．

は局所的に被積分関数 ���に関する鞍点法によって評価

できる．つまり，補助変数 �は式 ���を最大にする確定

的な値に定まり，これがパターン �
� に対応するボルツ

マン分布の局所最大を特徴付けるのである．

そこで，�が与えられたとして条件付確率 ���による

ニューロン活動度 � の平均評価を ��法により行おう．

そのために � �������� ��
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のように各パターン �� 毎の積に分解し，この依存関係

をビリーフネットワークで表現する．各パターン �� は

全てのニューロンと関係を持つためこのネットワークは

ニューロン活動度 
�� 
�� � � � � 
� とパターン �
�� � � � � ��

が相互に全て結合した完全２部グラフとなる（図 	）．ま

た，連想されるパターン �� はニューロン活動度に対す

る事前確率として導入される．

� ビリーフプロパゲーション
補助変数 �が与えられたとしてパターン �

�の連想を

表す � �������� ��での平均を ��法により計算しよう．

そのために，ビリーフネットワーク上でのニューロン活

動度とパターン間の依存関係を表す条件付確率
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および，事前確率
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を定義する．ただし，�� は式 ����，を確率とするため

の規格化定数であり，�に依存しない定数となることに

注意．これを用いるとボルツマン分布はベイズの公式を

用いて
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と表現される．� は規格化定数である．

さて，連想記憶モデルのビリーフネットワークは多数

のループを含むので厳密計算の意味での ��法は成り立

たないのであるが，近似計算法としての ��法（と結果

として一致する計算法）は以下のように構成される．統

計力学ではこのような近似法をベーテ 近似 ��
という．

ベーテ近似はより一般的な近似計算法の枠組みである

平均場近似の一つとして位置づけられる．平均場近似の

基本方針は大自由度分布として定義されている確率分布

��� �，��� �および ��	�を周辺化し，大自由度分布間の

関係式を１体分布関数間のそれに縮約することである．

ベーテ近似ではあるニューロン活動度
�へのあるパター

ン �
����� の影響を評価するために直接的な影響をあら

わす条件付確率 ����の表現は近似なしに取り入れる一

方，�� ���から決まる他のニューロン活動度 
� ��� の結合

分布を周辺分布の積で近似する．具体的には � � 	とし

て周辺化
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により，条件付確率 ��� �を 
� に関する１変数関数に縮

約する．直感的には，近似なしに取り入れる影響の範囲

を直接関係している条件付確率だけでなく間接に繋がっ

ているものまで広げていけば近似の精度は向上しそう

である．このような観点からベーテ近似を一般化した枠

組みはクラスター変分法（!"#）��
として知られてい

る�．

さて，周辺化された条件付確率 ����が得られるとベ

イズの公式を用いることで任意のパターンの組から作ら

れる各ニューロン活動度 
� の１体分布（＝近似された

周辺分布）を求めることは容易である．特に �� 以外の

パターンから作られる一体分布関数は
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と評価されるが，式 ����および ����は閉じた方程式を

なしていることに注意しよう．ただし，
�� は規格化定

数である．そこで，（原理的には）これを解くことで，近

似的な周辺分布

� �
�� ���� � ��

�ちなみに歴史的に  )* の定式化には日本人が多大な貢献をして
いる．近年， )* を +,の枠組みに翻訳した -�.などの引用が国内
でも増えてきたが，その元ネタの多くは -�. など国内研究者の業績な
ので日本人の仕事の方をもっと引用しましょう．
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が得られる．式 ����，����および ���� はまさに計算機

科学で（ルーピー）ビリーフプロパゲーションと呼ばれ

ているものである．

さて，以上の関係式は関数方程式として表現されてい

るため具体的な計算を行う際にいささか不便である．連

想記憶の問題ではニューロン活動度 
� が ��の２状態
に限定されているため
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と表すことにより，パラメータ���，����間の非線形方程

式として表現した方が都合が良い．すると式 ����，����

は
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となる．求めるべき平均値はこの非線形方程式の解を用

いて

�� � $%� 
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となる．

ただし，ビリーフネットワークが完全２部グラフで表

現されることから ��，�� の「厳密」計算にはニュー

ロン数 � に関する指数乗程度の計算が必要となる．そ

のため，近似計算としての��法であるとはいえ，計算

論的にはその実行は困難となる．



� 大自由度極限での��法
さて，前節ではノイズ存在化での連想記憶モデルの

復号状態の近似的評価が ��法により可能であるがビ゛

リーフネットが完全２部グラフとなるため実行が困難と

なることを示した．ところが，パターン �� � �� 	� � � �� �

の統計的独立性に着目し中心極限定理をうまく利用する

ことで必要な計算量を高々�����程度にまで削減する

ことが可能となる．このようにシステムの統計的特徴を

利用して，効率的なベーテ近似を構成する手法を統計力

学ではサウレス－アンダーソン－パルマー 	
���の接

近法 ��� �� �
と呼ぶ�．

個別システムの特徴（主に大自由度性と統計的対称性）

を最大限に利用して，効率的なアルゴリズムを構成する

'(�の方法は統計力学的接近法を特徴的に表す近似計

算法である．逆に言えば，最悪評価による厳密な議論に

基づき広いクラスの問題に対して普遍的に成立するアル

ゴリズムの性質を究明するという情報科学や計算機科学

で馴染み深い視点は統計力学では一般に希薄である．

具体的には以下のように考える．まず，� が十分大

きなとき ��
��
�
は微少量である．そこで，��，�� の評

価ではこれに関する最低次の寄与のみを考えれば十分

であろう．また，仮定より �� と �� ��� は統計的に独立

である．ということは ��� ���� から定まる平均値 ���

と �� は統計的に独立である．そのため，
� ��� が分布
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で定める&�� は中心極限定理により平均
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分散
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の正規分布に従うと考えてよい．更に，十分大きな �

に対しては ��
���� の寄与は小さいので重なり ��� の要

素依存性は無視して
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�
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として良いであろう．また，パターン生成法の対称性と

大数の法則から �� の値にはパターンについての依存性

もなくなり，求めるべき平均値�� を用いて
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�
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�現在では &/, という名称が定着しているが歴史的に見ると東北
大学の守田氏と堀口氏が同じ結果を &/,-0. に先立って与えている
-�.．

として良いことが期待される．

以上を認めると，計算論的に困難である �� および

��の評価 �	��および �	��における 
� ��� での和は&��

に関するガウス積分により置き換えられ式 ����は
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となる．各添え字対 ��に対し，これを評価するのに必

要な計算量は高々��� �であるのでパターン数がニュー

ロン数と同じオーダーであるとしても一更新当たり高々

�����の計算量で ��更新を行うことが可能である．

さらに，� � 	� �� � � �� � に関して ���� が典型的に

��������であることを使うと，もう一段計算量を削減

することが可能となる．その鍵は，求めるべき平均値��

と��� のずれは式 �	��と ����を比較すれば分かるよう

に微小であり，テイラー展開を用いて

��� � �� � ���

� ����
����

� �� � �����
� � ���� �	��

と表現できることにある．これを認めると，式 �	��と

�	�� からパターンとニューロン活動度の添え字を持つ���� がニューロン活動度のみの添え字を持つ�� で表現

することが可能となり，��法の計算コストは一更新当

たり高々�����から �����へと削減される．

実際に大きな � に関して式 �	��と �	��から ���� を

�� で表現するにはそれなりに注意深い計算が必要とな

るが式 �	��がパターン �� に関する射影演算子
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および，単位行列 � を用いて
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と表現できることに気づくと効率的に計算できる．ただ

し，��� � � �����，�� � �����とした．

少々長い計算になるので結果のみを記すと
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となる．これを式 �	��に代入すると�� に関する閉じた

方程式
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が得られる．ただし，
 
 ��� である．

しかしながら，ここでこれまでの計算は「補助変数 �

が与えられた」として進んできたことを思い出そう．実

際はこの変数をうまく決めてやらなくてはならない．そ

れにもやはりニューロン数� が大きいことを利用する．

具体的には � が大きい場合式 ���における �の積分を

鞍点評価し式 ���の指数にある

��

	�
� ��������� � ��

	�

� �

�
)�
�
�

���



�

	

��
���

�
� 	 �

�

	�

� ��� 	 �
�
����

を最大にする補助変数 �� の寄与のみで近似するのであ

る．�� が平均値�
� 
� ���
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（の近似値）を表していることに注意すると鞍点条件か

ら �� はこの近似の範囲で

�� �
�

�

��
���

��� �� ����

となることが分かる．これを方程式 ����に代入し大き

な � に対して無視できる項を除いて式 �	�を用いて整

理すると最終的に

�� � $%� 

����
� ���

����� � 
���� � ��

�� ��� � ��
��

�� ����

（ただし，� � ���� �
��

����
�
�）を得る．これを（連想

記憶モデルにおける）
��方程式 ��
と呼ぶ．

この方程式が近似計算法としてどれくらい優れている

かを調べる前にその形式的な特徴を見ておこう．まず，

右辺の $%� の中身を計算するコストは各ニューロンあ

たり��� �である．全部でニューロンは� 個あるので１

更新あたりの計算コストは �����である．また，これ

まではパターン �
�を連想していると仮定し，��をそれ

以外のパターン �
����� と区別して扱ってきたが式 ����

ではそういった「特別待遇」はなく全てのパターン ��

が平等に扱われていることに注意しよう．

それどころか，パターン �
� の情報すら必要ではなく

それから構成される結合 ��� の情報のみがあればよい．

ただし，複数のパターンを結合 ��� の形に変換して記憶

するという連想記憶モデルの目的を考えれば，その変換

された表現から原情報を引き出すためのアルゴリズムと

してこれは当然満たすべき要件である．

最後に $%� の中身で対角項 �� に比例する項が差し

引かれていることに注意しよう．これは一般にオンサー

ガー反跳項と呼ばれ，グラフにループが存在することに

より生じる各ニューロンの自分自身への影響を表してい

ると解釈される ��
．非対角項からの寄与 �
�

� ��� �����

のみではこの効果が入ってしまう．そこで，これを実効

的に消すために差し引かなければならないのである．こ

の「引き算」が発見法的ではなく系統的な計算法から導

出されるところが興味深い．オンサーガー反跳項の形は

システムの統計的特長と密接に関係しており例えば結合

��� の生成規則を変更すると異なる形になる．

� 解析解との比較
計算論的に困難な（ルーピー）��法から，大自由度

性とシステムの統計的特徴を利用することで必要計算

量の少ない '(�方程式を導いた．この計算法はどの程

度優れた近似法となっているのであろうか．そのために

は厳密計算による正解との比較を行うのが一番手っ取り

早い．

しかしながら，厳密計算は計算量的に困難であり，そ

もそも比較すべき正解を導くのが難しい．そうであるか

らこそ，近似計算法をあれこれ考えているのであった．

それにも関わらす正解と比較することが果たして可能な

のであろうか．

そういった状況でも，大自由度性を利用することで論

理的に意味のありそうな解答を与えるのが統計力学であ

る．具体的には以下のような比較を行う．

��法や'(�方程式で求まるのは個々のニューロン活

動度の平均値��である．これは沢山 �� 個�あるニュー

ロンに付随する微視的平均量である．これを正確に求め

るのは難しい．ところが� が十分大きな場合（つまり無

限大とした場合），システム全体に平均的に依存する巨

視的平均量，例えば連想しているパターン �
�とニュー

ロン活動度の平均値�とのオーバーラップ

� �
�� 	�
�

�
�

�

��
���

��� �� ����

はレプリカ法という ��法や '(�法とは全く異なる手

法により評価することが出来る．レプリカ法の根幹には

まだその正当性が明らかにされていない部分も残されて

いる．しかしながら，連想記憶モデルのようにシステム

の構成要素間にある種の統計的対称性を持つ平均場モデ

ルに対してはこれまでの経験から巨視的平均量に対して

正しい評価を与えると強く予想されている．

そこで，ニューロン数 � � �����，パターン数 � �

���の系に対して '(�方程式により得られた解のオー
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図 �� 種々の平均場近似とレプリカ法による予想の比較．

パターンの統計性を適切に用いた '(� 方程式 ���� は

ニューロン数 � � �����程度でレプリカ法による予想

と非常に良い一致を示す．

バーラップ ����とレプリカ法による予想との比較を行っ

た �図 ��．また，他の近似手法として '(�方程式でオ

ンサーガー反跳項を無視した近似に対応するナイーブ平

均場近似
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�����
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さらに，システムの統計性による '(�方程式の相違を

示すため反跳項として結合 ��� が添え字 	� 毎に独立な

正規分布に従うとした際に得られる *+モデルの '(�

方程式

�� � $%� 

����
� ���

����� � 
�������
� ���

�� ����

による結果も同時に比較した．図 �より臨界的な状況以

外では正しい '(�方程式はレプリカ法による（正解で

あると強く予想されている）結果と非常に良い一致を示

していることが分かる．

� おわりに
本稿では，統計力学においてビリーフプロパゲーショ

ン法がどのような文脈で登場し，それを用いてどのよう

な解析が行われているのかを紹介するため連想記憶モデ

ルへの適用例を示した．

ここで示した接近法を敢えて「統計力学の」というこ

とにすればその特徴は，問題クラス全体に対して普遍的

に成立する「面」としての成果を最初から狙うのではな

く，まずは個別問題に備わる特徴を利用することでその

問題に対する深い理解とその特徴を活かした強力な計算

技法の開発を目標とする「点」の発想にあると言えよう．

この点の個数を徐々に増やし，それらをつないで「網」

を形成し最終的に面を包み込もうという作戦である．

もちろん，はじめから面的に深い成果が得られればそ

れに越したことはない．しかしながら，線形系や少数自

由度系など例外的な場合を除き多体問題に対して普遍的

に成立し，かつ強力な結果を導くことは難しい．ケース

スタディに基づく統計力学の点的接近法は�������の構

成要素からなる非線形大自由度系との約１世紀にわたる

格闘の末に得られた現実的対処法であるのかもしれない．

最後に宣伝を一つ．本稿で述べたような統計力学の接

近法をより体系的に情報科学に導入し，また逆に情報科

学の手法によって統計力学に新たな展開を促そうという

研究プロジェクトが特定領域研究「確率的情報処理への

統計力学的アプローチ」（領域代表：東北大学田中和之

氏）として今秋から３年半の予定で発足する．このプロ

ジェクトを通して大規模な確率モデルに対する基礎理論

の体系化とその定着を包括的に進めていく計画である．

非専門家へのチュートリアルも含めた公開シンポジウム

の開催をプロジェクト期間中毎年度予定しているので今

後の動向に注目して頂ければ幸いである�．
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�ちなみに平成１４年度は１２月１日（日）～４日（水）に東京で
開催する予定である．


