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Abstract: 本稿では，グラフィカルモデルにおける確率伝搬法を情報幾何学によって表現し
た結果を示す．本研究の目的は，確率伝搬法の解析を行なうための見通しが良い数学的枠組

を与えることである．本稿の結果を発展させることで，確率伝搬法の様々な性質が明らかに

なると考える．なお，本稿の結果は有向，無向を含む全てのグラフィカルモデルに対して成

り立つ．したがって，ベイジアンネット，誤り訂正符号，Bethé 近似，クラスタ変分法を含
む広いモデルに対して有効である．

1 はじめに
グラフィカルモデルの特徴は，全ての確率変数の同時

確率密度関数を局所的な確率変数間の関係として表現

することである．その結果，視覚的にも数式的にも直感

的に分り易い確率分布の表現を与え，広いクラスの確率

分布を表現できる．しかし，表現は簡単であるにもかか

わらず，困難な問題が数多く残されている．1つの大き
な問題はデータからのモデルの推定法である．グラフィ

カルモデルのモデル選択，パラメータ推定は大きな問題

であり，未だに困難な問題が残っている．一方，構造と

パラメータが既定された上で，各確率変数に関する周辺

分布，すなわちビリーフを計算する手法も実用上大きな

問題である．本稿ではこのビリーフの計算法に焦点を当

てる．

グラフの規模が小さい場合には，ノードの取り得る状

態を全て計算すればビリーフを正しく計算できる．全て

のノードが 2値の確率変数であるとすれば，この計算の
ためにはノード数 N に対して 2N 個の項の和が必要に

なる．したがって，グラフの規模が大きい場合には計算

量が発散してしまい，このような方法ではビリーフの計

算はできない．一方，グラフの規模が大きい場合も，グ

ラフが “木”の構造をしているならば，確率伝搬法と呼
ばれる手法により有限回の計算でビリーフが正しく求ま

ることが分っており，理論的には解決している [9]．し
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かし，グラフの構造にループがある場合には，一部のグ

ラフに対する実験的そして理論的結果があるものの，一

般のグラフに対しては未解決の問題が多く残っている．

ループのあるグラフィカルモデルのビリーフの計算は，

応用上重要な分野を含んでいる．1つの重要な分野は誤
り訂正符号である．ターボ符号，そして低密度パリティ

検査 (LDPC)符号と呼ばれる誤り訂正符号では，確率
伝搬法に相当する手法を復号法として用いることで大き

な成功を納めている [7, 8]．また，統計物理の近似手法
である Bethé 近似，クラスタ変分法も確率伝搬法とし
て理解できることが分っており [4]，その有効性も実験
的に確かめられている．

我々は，情報幾何 [2]によって誤り訂正符号の解析の
ための数学的枠組を与え，誤り訂正符号の繰り返し復号

法の持つ性質を明らかにした [3, 11]．本論文ではその結
果を拡張し，一般のグラフィカルモデルの確率伝搬法を

解析するための枠組を与える．

2 グラフィカルモデルと確率伝搬法

2.1 無向グラフの表現
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図 1: グラフィカルモデルの例

図 1にグラフィカルモデルの例を挙げる．本稿では無



向グラフのみを扱う．{x1, · · · , xn} をノードとする．こ
れらは確率変数である．本稿では各ノードは 2値の確率
変数であり，xi ∈ {−1,+1}とする．任意の離散変数へ
の拡張は簡単である．

一般的な確率伝搬法の問題では，一部のノードが観測

されている場合を扱う．図中に 2重で示したノードは，
観測されているとする．なお，議論を簡単にするため，

観測されていないノードの数を m とし xi の添字 i は，

1 ≤ i ≤ m ならば非観測ノード，m + 1 ≤ i ≤ n な

らば観測ノードであるように順番がつけられているとす

る．これによって議論の一般性が損なわれることはない．

上の例であれば，n = 8, m = 6, である．非観測ノー
ドからなるベクトルを y, 観測ノードのみからなるベク
トルを z とし，全てのノードから成るベクトルを単に

x と書くことにする．x = (yT , zT )T である (yi = xi,
i = 1, · · · ,m), (zi = xi−m, i = m+1, · · · , n)．なお，T

は転置を表す．

グラフィカルモデルはノードとリンクからなるモデ

ルである．リンクの集合を L とする．上の例であれば，
L = {(1, 2), (2, 3), (1, 4), (2, 5), (3, 6), (4, 5), (5, 6),
(3, 7), (6, 8)} である．リンクに関しては添字の組のみで
示すことにする．あるグラフィカルモデルの表現が与え

られたとき，その確率変数に対する同時確率密度関数は

q(x) =
1
Z

∏
(i,j)∈L

ψij(xi, xj)

とかける．ここで Z は規格化定数であり ψij(xi, xj) > 0
が常に成り立つとする．グラフィカルモデルには有向グ

ラフ，無向グラフの区別があるが，Hammersley-Clifford
定理によって，全てのグラフィカルモデルはこのような

無向グラフに変換できる．

各ノードの変数 xi が 2値の場合，ψij(xi, xj) は 2×2
で全ての成分が正である行列の形を取る．グラフィカル

モデルの流儀によれば，確率密度関数の規格化に関して

は別途扱うので，この時点ではψij(xi, xj)に関する規格
化は考える必要がなく，定数倍についての差は同値とし

て良い．ここで，観測されたノードの条件付きでの観測

されていないノードの分布，すなわち q(y|z) を考える．

q(y) def= q(y|z)

=
1
Z

∏
(i,j)∈L:i≤m,j>m

ψij(yi, zj−m)
∏

(i,j)∈L:i,j≤m

ψij(yi, yj)

=
1
Z

m∏
i=1

�i(yi)
∏

(i,j)∈L:i,j≤m

ψij(yi, yj) (1)

ここで，

�i(xi)
def=

∏
(i,j)∈L:j>m

ψij(yi, zj−m)

である．

2.2 確率伝搬法

今，あるノード yi の確率分布が知りたいとする．こ

れは，q(y) を周辺化し yi の確率分布を求めることに他

ならない．なお yi ∈ {−1,+1} であるので yi の期待値

を計算することと確率分布を計算することは同値であ

る．この周辺分布のことを “ビリーフ” と呼び，推定さ
れたビリーフを bi(yi) と書くことにする．真の分布の周
辺化は qi(yi) と書き，特に真のビリーフと呼ぶことに
する．qi(yi)は次の式で計算できる．

qi(yi) =
∑

yi′ :i′ �=i

q(y).

一般にはこの計算はノードの数に対して指数個の項の和

が必要であり，NP-hard である．これに対し， J. Pearl
は確率伝搬法と呼ばれる手法を提案し，グラフが “木”
の構造をしている場合には有限回の操作で厳密な推定が

可能であることを示した [9]．
確率伝搬法では，ノード i から j への “メッセージ”

と呼ばれるものが重要になる．i から j へのメッセージ

を mij(yj) と書く．このメッセージは ノード i から j

への影響を yj の確率分布の形で送るものである．無向

グラフの場合にはリンクに向きが無いので，一つのリン

ク (i, j) に対して mij(yj) とmji(yi) を考える必要があ
る．確率伝搬法はこの mij(yj) の更新の方法である．以
下に計算方法を示す．これからの議論のため，ノード i

と継がっているノードの集合を N (i)と書くことにする．

確率伝搬法

1. t = 0 において，全てのメッセージに対し，
mt

ij(yj) = 1/2, (i, j) ∈ L と初期値を与える．
2. t = 1, 2, 3, · · · に対して，以下の手続きを行ない
メッセージとビリーフを更新する．

(a) メッセージを次のように更新する．

mt+1
ij (yj)

=
1
Z

∑
yi

�i(yi)ψij(yi, yj)
∏

k∈N (i)\j

mt
ki(yi)

(2)

Z は
∑

yj
mt+1

ij (yj) = 1 と規格化するための
定数である．また，N (i) \ j は N (i) から j

を除いたものである．



(b) ビリーフを次のように更新する．

bi(yi) =
1
Z
�i(yi)

∏
k∈N (i)

mt+1
ki (yi) (3)

3. 全ての bi(yi) が収束したならば終了する．そうで
なければ t を増やし，以上の手続きを繰り返す．

この確率伝搬法は，グラフの構造がループを持つ場合に

は必ずしもうまくいかないことが分っている．すなわち，

必ずしも収束せず，また，収束したとしてもその解は真

の周辺化 qi(yi) とは等しくない．現実的にはループの
あるようなグラフ構造から，幾つかのノードを合成する

ことでループの無い構造を作り出し，この問題を避ける

ことができる [6]が，規模の大きなグラフに対してはこ
の手法も必ずしもうまくいかない．確率伝搬法は規模の

大きいグラフィカルモデルにおける周辺分布の近似手法

として，1 つの有効な手法である．

3 情報幾何の準備

3.1 確率分布の空間，指数型分布族

本節では，本稿で必要となる情報幾何 [2]について述
べる．まず，y の確率分布の空間を考える．今，各ノー

ドは 2値分布であるので，y の取り得る状態は 2m 個

である．したがって全ての y の分布は離散分布となる．

この y の確率分布全体の集合を S と呼ぶことにする．

S =

{
p(y)

∣∣∣p(y) > 0,
∑

y

p(y) = 1

}
.

指数型分布族を以下のように定義する．

Definition 1. 密度関数が次のように定義される分布を
指数型分布族と呼ぶ．

p(y; θ) = exp
(
k(y) +

N∑
i=1

θiFi(y) − ϕ(θ)
)

ここで，θ = (θ1, · · · , θN )T は自然母数と呼ばれ，多様

体 S の座標を与える．また，Fi(y), i = 1, · · · , N は十
分統計量である．

全ての離散分布は指数型分布族であるので [2]，S は
指数分布族である．また，S の自由度は 2m − 1である．

3.2 e–平坦，m–平坦な多様体と m–射影

次に，S の e–平坦，m–平坦な部分多様体を定義する．

e–平坦な部分多様体: 部分多様体 M∈S は，任意の

q(y), p(y) ∈ M に対して次の式で定義される全

ての r(y; s) がM に属するとき，e–平坦であると
呼ばれる．

ln r(y; s) = (1 − s) ln q(y) + s ln p(y) + c(s),

s∈R,

ここで c(s) は規格化定数である．定義より明らか
に r(y; s) は p(y) と q(y) とを結ぶ指数分布族を
与える．特にある e–平坦な部分空間が 1次元の自
由度を持つとき，e–測地線と呼ぶ．上記の r(y; s)
は p(y) と q(y) とを結ぶ e–測地線である．

m–平坦な部分多様体: 部分多様体 M∈S は，任意の
q(y), p(y) ∈ M に対して次の式で定義される全

ての r(y; s) が M に属するとき，m–平坦である
と呼ばれる．

r(y; s) = (1 − s)q(y) + sp(y), s∈[0, 1].

あるm–平坦な部分空間が 1次元の自由度を持つと
き，m–測地線と呼ぶ．したがって，上記の r(y; s)
は p(y) と q(y) の混合分布であり，m–測地線で
ある．

次に m–射影と定義する [2].

Definition 2. M を S の e–平坦な部分多様体とす
る．今，S のある分布 q(y)∈S に対して M 上で，次の

Kullback-Leibler 情報量を最小にする点を考える．すな
わち，

ΠM◦q(y) = argmin
p(y)∈M

D[q(y); p(y)]. (4)

この点を q(y) から M への m–射影と呼ぶ．

なお，KL-情報量は次の式で定義される．

D [q(y); p(y)] =
∑

y

q(y) ln
q(y)
p(y)

.

KL–情報量はD[q(y); p(y)]≥0,を満し，D[q(y); p(y)] =
0 が成り立つのは q(y) = p(y) が全ての y に対して成

り立つときのみである．

なお，次の定理が示されている [2]．

Theorem 1. m–射影は 1点に定まる．

3.3 ビリーフの表現

ここでビリーフのみから成る確率分布を考える．今，

yi ∈ {−1,+1} であるので，bi(yi) は 2 項分布であり，



したがって指数型分布族である．この指数分布族を次の

ように定める

bi(yi)
def= bi(yi; θi) = �i(yi) exp

(
θiyi − φi(θi)

)
= exp(ki(yi) + θiyi − φi(θi)).

(5)

ここで，ki(yi) = ln�i(yi)とし，θi は自然母数であり，

φi(θi) は規格化定数である．
各 yi のビリーフの積で表わされる分布を考える．

p0(y; θ) =
m∏

i=1

bi(yi; θi) = exp
(
k0(y) + θ · y − ϕ0(θ)

)

k0(y)=
m∑

i=1

ki(yi), ϕ0(θ) =
m∑

i=1

φi(θi)

θ = (θ1, · · · , θm)T ,θ ∈ Rm

p0(y; θ) から成る多様体を M0 とする．

M0 =
{
p0(y; θ)= exp

(
k0(y) + θ · y − ϕ0(θ)

)∣∣θ∈Rm
}

θ は M0 の一つの座標系を与える．

別の座標系として，期待値パラメータ η0 =
(η01, · · · , η0m)T を次のように定義する．

η0 = Ep0(y;θ)[y] =
∑

y

p0(y; θ)y = ∂θϕ0(θ)

Ep[·] は p による平均を意味する． θ と η0 は 1 対 1 の
関係であり，特に η0 を θ の関数として考えるときには

η0(θ) と書くことにする．

Proposition 1. M0 は e–平坦な多様体である．

Proof. θ,θ′ ∈ RN と置き，p0(x; θ), p0(x; θ′)∈M0 とす

る．全ての θ,θ′ に対し，

ln r(y; s) = (1 − s) ln p0(y; θ) + s ln p0(y; θ′) + c(s)

= k0(y) + u(s) · y − ϕ0(u(s)).

となり M0 に属することがわかる. なお，ここで

u(s) def=(1− s)θ + sθ′, c(s) = (1− s)ϕ0(θ) + sϕ0(θ′)−
ϕ(u(s)) とおいた．

確率伝搬法の目的は，この M0 の中から，真の分布

の周辺化となる一点を求めることである．

3.4 真の分布とビリーフ

(1)式にある真の分布 q(y)は次のように書きなおせる．

q(y) =
1
Z

m∏
i=1

�i(yi)
∏

(i,j)∈L
ψij(yi, yj)

= C exp
(
k0(y) +

∑
(i,j)∈L

lnψij(yi, yj)
)

= C exp
(
k0(y) +

L∑
r=1

cr(y)
)

(6)

ここで，cr(y) は lnψij(yi, yj) に対応し，r は (i, j) に
ついて添字を付け直したものである．L は L の成分の
数，すなわちリンクの数である．

グラフィカルモデルの推論の問題は (6)によって定義
される q(y) に対して，ある M0 の一点を求めることと

なる．

Proposition 2. 真のビリーフは，q(y) から M0 への

m–射影と同値である．

Proof. 定義より m–射影は q(y) から p0(y; θ) への
Kullback-Leibler 情報量 D[q(y); p0(y; θ)] を最小にす
るパラメータを求めることである．M0 は e–平坦なの
で，最小にする点は一点のみである．KL–情報量の θ に

よる微分は

∂θD[q(y); p0(y; θ)] = ∂θϕ0(θ) −
∑
x

q(y)y

= η0(θ) −Eq(y)[y].

m–射影によって求まる点ではこの微分が 0 となる．し
たがって，射影された点の θ–座標を θ∗ とすれば，

η0(θ∗) = Eq(y)[y] =
∑

y

q(y)y

である．これは， bi(yi; θi) が正しく qi(yi) を表現して
いることを示している．したがって q(y) の M0 への

m–射影は y の期待値を変えず，q(y) の各ノードの分布
への周辺化と同値であることが分る (Fig.2)．すなわち

p0(y; θ∗) = ΠM0 ◦ q(y)

である．

S

��

m�projection

M� � fp��y���g

q�y�

図 2: m–射影と周辺化

また，ここで特に多様体 M0 への m–射影によってパ
ラメータを求めるオペレータを πM0 とおく，

πM0 ◦ q(y) def= argmin
θ

D[q(y); p0(y; θ)]. (7)



定義より

θ∗ = πM0 ◦ q(y)

である．

4 確率伝搬法の情報幾何

4.1 メッセージの情報幾何的表現

本節では，確率伝搬法におけるメッセージを情報幾何

的に書き直す．(3)式がメッセージとビリーフの関係を
定義している．(5)式の結果と合わせて，

bi(yi; θi) =
1
Z
�i(yi)

∏
k∈N (i)

mki(yi)

= exp
(
ki(yi) + θiyi − φi(θi)

)
とかける．mki(yi) はノード k から i へ確率分布を伝搬

させており，k を固定すると mki(yi) は 2 個の成分を
持つ．しかし，確率分布として和が 1である条件を考え
合わせると，自由度は 1 しかない．ここで µi

k を次のよ

うに定義すると，

mki(yi)∑
yi
mki(yi)

=
1
2
(tanh(µi

kyi) + 1)

µi
k とmki(yi)とが 1対 1に対応することがわかる．した
がって，確率伝搬法では，メッセージを用い，パラメー

タを

θi =
∑

k∈N (i)

µi
k (8)

と定義していることと等しい．この結果を用いて，ビ

リーフは次のようにかける．

bi(yi; θi) = exp
(
ki(yi)+

∑
k∈N (i)

µi
kyi−φi

( ∑
k∈N (i)

µi
k

))
.

4.2 リンクと確率分布

A B C

図 3: 3 つの重要なグラフ, A: 全てのリンクがあるグラ
フ，真の分布．B: 確率伝搬法で重要となる一つだけリ
ンクを持つグラフ，C: ビリーフのみから成るリンクの
ないグラフ

同じノードの組に対し，確率伝搬法で重要となる 3つ
のグラフを示す (図 3)．図 3.A は真の分布，すなわち
q(y) を表わす．グラフィカルモデルにおいて，特に確
率伝搬法を考えるときには各ノードの確率分布を個別に

考えることが多いが，我々はいま S の空間での情報幾

何を考えており，その意味で 1 つ 1つのノードを別々に
考えるのではなく，全てのノードの同時分布を考える方

が良い．図 3.C は各ノードのビリーフのみを考え，その
間の相互作用はないとしたときのモデルである．これは

M0 の点となる．

では，(2)式のように，1つのリンクのみを考慮にい
れたものはどうなるだろうか．リンクの両端のノード以

外は ビリーフ で置き換えると，グラフは図 3.Bのよう
になる．

仮に ψij(yi, yj)のリンクを考慮したとしよう．このと
き，yi, yj 以外のノードは bi(yi; θi) を用いるものとす
る．ψij(yi, yj) は 2つのメッセージの代わりに用いられ
る．すなわち，mij(yj) と mji(yi) である．これに対応
する {µj

i} は µj
i と µi

j である (i < j とする)．そこで，
次のベクトル ξr を次のように定義する．r は (6)式と
同様に (i, j) に番号を振り直したものである．

ξr = (0, · · · , 0, µi
j

∧
i

, 0, · · · , 0, µj
i

∧
j

, 0, · · · , 0)T (9)

(8)式の結果から，次式が成り立つ．

θ =
∑
r∈L

ξr.

これを用いると，図 3.B のモデルは，

pr(y; ζr)
def= pr(y; θ − ξr)

=
1
Z
ψij(yi, yj)p0(y; θ − ξr)

= exp(k0(y) + cr(y) + ζr · y − ϕr(ζr))

(10)

とかける．ここで ζr
def=θ − ξr である．

このように 1つだけのリンクを入れたものをリンクの
数だけ考える必要がある．それぞれの確率分布の多様体

を Mr と定義する．

Mr =
{
pr(y; ζr)= exp(k0(y)+cr(y)+ζr · y−ϕr(ζr))∣∣∣ζr∈RN

}
, r = 1, · · · , L.

(11)

ζr は Mr の自然母数である．Mr もまた定義より e–
平坦な多様体である．しかし，一般にMr �= M0 であ

り，r �= r′ に対しては cr(y)�=cr′(y) であることから



Mr �=Mr′ , である．pr(y; ζr) の期待値パラメータは以下
のように定義される．

ηr(ζr)
def=

∑
y

pr(y; ζr)y = ∂ζrϕr(ζr), r = 1, · · · , L.

(12)

4.3 確率伝搬法の情報幾何的表現

本節では確率伝搬法を情報幾何的に書き直す．(2)式
の両辺に�j(yj)

∏
k∈N (j)\im

t
kj(yj) を乗じる．

1
Z ′m

t+1
ij (yj)�j(yj)

∏
k∈N (j)\i

mt
kj(yj)

=
1
Z

∑
yi

�i(yi)�j(yj)ψij(yi, yj)
∏

k∈N (j)\i

mt
kj(yj)

∏
k∈N (i)\j

mt
ki(yi)

mt
ij(yj) が ξt

r (r は (i, j) に対応している)と対応して
いることを用いると，左辺は，∑

yk:k �=j

p0(y; θt − ξt
r + ξt+1

r ) =
∑

yk:k �=j

p0(y; ζt
r + ξt+1

r )

とかける．右辺は pr(y; ζr) を yj に関して周辺化した

ものに等しいことが分る．すなわち，∑
yk:k �=j

p0(y; ζt
r + ξt+1

r ) =
∑

yk:k �=j

pr(y; ζr).

が成り立つ．この結果を用いると，(2)式が次のように
書けることが分る．

ξt+1
r = πM0 ◦ pr(y; ζt

r) − ζt
r

これを用いて確率伝搬法の情報幾何的表現を次のように

得る．

確率伝搬法

1. t = 0 において，θ = , ξr = , r = 1, · · · , L と
する．

2. t = 1, 2, 3, · · · に対して，以下の手続きを行ない
メッセージとビリーフ を更新する．

(a) ξt+1
r , r = 1, · · · , L に対しては次のように更
新する．

ξt+1
r = πM0 ◦ pr(y; ζt

r) − ζt
r. (13)

(b) θ, ζr, r = 1, · · · , L を次のように更新する．

θt+1 =
L∑

r=1

ξt+1
r , ζt+1

r = θt+1 − ξt+1
r .

(14)

3. ξt+1
r が収束したならば終了する．そうでなけれ

ば t を 1つ増やし，以上の手続きを繰り返す．最
終的なビリーフは収束値をˆで表すことにすると，
p0(y; θ̂) である．

5 確率伝搬法の停留点の満たす性質
確率伝搬法の停留点の満たす条件は次の 2つの式で示

される．

1) ΠM0◦pr(y; ζ̂r) = p0(y; θ̂), r = 1, · · · , L.
期待値パラメータを用いて書き直すと

η0(θ̂) = η1(ζ̂1) = · · · = ηL(ζ̂L). (15)

2) θ̂ =
L∑

r=1

ξ̂r =
1

L− 1

L∑
r=1

ζ̂r. (16)

ここで次の 2つの多様体を考える．まず，M(θ) は次の
ように定義される m–平坦な多様体である．

M(θ) =
{
p(y)

∣∣ p(y) ∈ S,
∑

y

p(y)y = η0(θ)
}
.

全ての p(y)∈M(θ) に対して y の期待値は同じであり，

したがって p(y)∈M(θ), のM0 へのm–射影は p0(y; θ)
となる．

また，M(θ) に含まれる各多様体 Mr r = 1, · · · , L の
点を ζr(θ) と書くことにする．

ζr(θ) def= πMr◦p0(x; θ), r = 1, · · ·, L.

Mr が e–平坦であることと，ηr(ζr) = ∂ζrϕr(ζr) より，
p0(y; θ) の Mr 上への m–射影が ζr(θ) である．
次に，e–平坦な多様体 E(θ) を定義する．これは

p0(x; θ) と pr(x; ζr(θ)), r = 1, · · · , L とを log-linear
に結ぶ多様体であり，定義は次の通りである．

E(θ) =
{
p(y)

∣∣ p(y) = Cp0(y; θ)t0

L∏
r=1

pr(y; ζr(θ))tr ,

tr∈R,
L∑

r=0

tr = 1
}
C : normalization factor,

明らかに p0(x; θ), pr(x; ζr(θ)), r = 1, · · · , L は全て
E(θ) に含まれる．さらに，アルゴリズムの収束点では，
(16) が満たされるので，t0 = −(L − 1), t1 =, · · · ,=
tL = 1 とおくと，

C

∏L
r=1 pr(y; ζ̂r)

p0(x; θ̂)
=C exp

(
k0(y) +

L∑
r=1

cr(y)
)

= q(y).



したがって，条件 2) によって，q(y) もまた e–平坦な
多様体E(θ̂) に含まれていることが分る．この結果，次
の定理が導かれる．

Theorem 2. 確率伝搬法の収束点では p0(y; θ̂),
pr(y; ζ̂r), (r = 1, · · · , L) が m–平坦な多様体 M(θ̂) に
含まれ，e–平坦な多様体 E(θ̂) は p0(x; θ∗), pr(y; ζ̂r),
(r = 1, · · · , L) と q(x) を含む．

この定理によって，確率伝搬法の収束点の幾何的な性

質が明らかになる．もし，M(θ̂)が q(y)を含めば p(y; θ̂)
が q(y) の真の周辺化となる．しかし，一般には M(θ̂)
は必ずしも q(y) を含まない．M(θ̂), の代わりに e–平
坦な多様体 E(θ̂) が q(y) を含むことで，確率伝搬法は
真の周辺化の近似解を与えている．このような構造は平

均場近似の構造と似ている [1, 5, 10]．一般には M(θ̂)
と E(θ̂), の間には差がり，これが確率伝搬法の誤差と
なる．したがってこの差を見積もれば，確率伝搬法の解

を改善できる可能性もある．

また，グラフが木の構造をしている場合には次の関係

が成り立つ．

Theorem 3. グラフの構造が木の構造であるときには，

真の分布 q(y) は次のように構成できる．

q(y) =

∏
(i,j)∈L qij(yi, yj)∏m
i′=1 qi′ (yi′)ni′−1

(17)

ここで ni はノード i につながっているノードの数であ

り，qij(yi, yj) は (yi, yj) について q(y) を周辺化した
ものである．

この定理は情報幾何的には，どのように理解され

るだろうか．
∏m

i=1 qi(yi) は M0 含まれる．そのと

きのパラメータは θ∗ である．一方 qij(yi, yj) に∏m
k=1 qk(yk)/(qi(yi)qj(yj)) を乗じた分布は Mr に含ま

れる．このパラメータを ζ′
r とする．すなわち，

p0(y; θ∗) =
m∏

i=1

qi(yi)

pr(y; ζ′
r) = qij(yi, yj)

∏m
i′=1 qi′(yi′)
qi(yi)qj(yj)

, r = 1, · · · , L

明らかに pr(y; ζ′
r) の周辺化は p0(y; θ∗) である．した

がって，M(θ∗)に p0(y; θ∗), pr(y; ζ′
r), r = 1, · · · , L,そ

して q(y) が含まれる．いま，木構造のグラフィカルモ
デルでは，Theorem 3 からさらに次の結果がえられる．

Proposition 3. 木構造のグラフでは，p0(y; θ∗),
pr(y; ζ′

r), r = 1, · · · , L, そして q(y) が M(θ∗) そし
て E(θ∗) に含まれる．

Proof. 上の定義よりM(θ∗)に含まれることは明らかで
ある．∏

(i,j)∈L
pr(yr; ζ′

r) =
∏

(i,j)∈L

qij(yi, yj)
∏m

k=1 qk(yk)
qi(yi)qj(yj)

=
∏

(i,j)∈L
qij(yi, yj)

m∏
k=1

qk(yk)L−nk

∏
(i,j)∈L

qij(yi, yj) =

∏
(i,j)∈L pr(yr; ζ′

r)∏m
k=1 qk(yk)L−nk

(17)式の結果に代入すると，∏
(i,j)∈L qij(yi, yj)∏m
i′=1 qi′(yi′)ni′−1

=
∏

r pr(yr; ζ′
r)

p0(y; θ∗)L−1
= q(y)

したがって E(θ∗) に含まれる．

この結果より木の構造のグラフでは確率伝搬法が正し

い答えをあたえることがわかる．

6 まとめ
本稿では，情報幾何によって確率伝搬法を表現した結

果を示した．我々はこの枠組みの下で，確率伝搬法のさ

らなる解析，拡張を論じていくことができると考えてい

る．本稿が確率伝搬法の理解，そしてさらなる研究のた

めの助けになればと思う．

我々はターボ符号，低密度パリティ検査符号の繰り返

し復号法に対する同様の枠組みを示し，繰り返し復号法

の幾つかの性質を示した．たとえば，局所的なアルゴリ

ズムの停留点の安定性，また，真の解からの誤差の解析

を行なった．

これらの結果は，多少の拡張は必要だが本稿で示した

一般の確率伝搬法に対しても示すことができる．今後拡

張した結果についても機会を見て示していきたい．また，

近年，確率伝搬法に関係する様々な手法が提案されてい

る．これらは収束性，またアルゴリズムの結果得られる

収束点の性質が確率伝搬法のそれとは異なるものの，や

はり情報幾何的な枠組みによって表現することができる．

今後，この枠組みから確率伝搬法の改善手法を提案でき

ればと考えている．
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