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Abstract: 情報理論、符号理論の分野では，近年，Turbo符号及び LDPC符号が理論限界
に非常に近い高い性能を保持していることが実験的に実証され，次世代の移動体通信の方式
に採用されるなど注目を集めている. このような高性能が実現された背景には，これらの符
号の潜在的性能の高さと共に，誤り率最小復号を近似的に実現する効率良い復号アルゴリズ
ムの存在を見逃すことは出来ない．この復号アルゴリズムがBayesian networkの代表的確信
度更新アルゴリズムであるBelief Propagationと等価であることが最近明らかになった．こ
れらの復号アルゴリズムと確信度更新アルゴリズムが処理している問題は事後確率の計算の
と解釈され，その他の多くの分野でも重要な問題となっている．本稿ではこの事後確率計算
の問題を，確率分布のグラフ表現と，そのグラフを用いた効率良い計算アルゴリズムの観点
から整理し，誤り訂正符号とその復号問題に適用した場合を概説する．

1 はじめに
誤り訂正符号は情報化社会において情報伝送，蓄積の
基盤技術として欠くことの出来ない技術となっている．

誤り訂正符号の性能は復号誤り率，符号化率，計算量な
どで評価され，その代表的理論的限界には Shannon限
界がある．現在実用化されている符号の多くはShannon

限界に遠く及んでいなかったが，近年，Shannon限界に
近づく符号として Turbo符号 [3] [6] [7]や LDPC(Low

Density Parity Check)符号 [5] [16]が注目されている．

これらの符号の符号自体の潜在的性能の高さは様々な研
究から明らかになりつつあるが，それと共に，誤り率最
小復号を近似的に実現する効率良い復号アルゴリズムに
ついても注目が集まり，多くの研究成果がでてきている
[11][14]．また，その概念は様々な符号の復号や復調，検
出など伝送システム全般へと適用されつつある [10]．

誤り訂正符号の復号問題は受信系列から情報系列を
推定する問題と考えることができ，その本質は受信系列
を与えられたもとでの情報系列の事後確率の計算問題
に帰着される．また，BN(Bayesian Network)を用いた
知識表現の分野において，証拠 (evidence)が与えられ
たもとで各命題の確信度 (belief)[15][18] の更新を行う

ことは，ある確率変数の値が与えられたもとでのその他
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の確率変数の事後周辺確率を求めていることに他なら
ない．よって両者は共通の問題と考えることができ，近
年Turbo復号アルゴリズムや LDPC符号で用いられる
sum-productsアルゴリズムは BNの代表的推論アルゴ
リズムである BP(Belief Propagation)と等価であるこ
とが明らかになった．このような事後確率の計算問題は
符号理論における復号問題や人工知能分野における不確
実な知識を扱う問題のみならず，統計学をはじめ，統計
力学の分野，学習理論の分野，パターン認識の分野など
様々な分野において共通で重要な問題となっている．

本稿では，まず誤り訂正符号の復号問題を事後確率の
計算問題として整理する．次に確率変数間の従属関係が
部分的に存在する確率分布のグラフを用いた代表的表
現法と，そのグラフ上で情報を伝搬させることにより効
率的に事後確率を計算するアルゴリズムについて概観す

る．最後にこれらを踏まえて，誤り訂正符号の復号問題
における，符号のグラフ表現とグラフ上の伝搬を用いた
効率的で高性能な復号アルゴリズムについて説明する．

2 誤り訂正符号の復号と事後確率計
算

誤り訂正符号 [8] を用いた通信，蓄積についてまず

簡単に説明する．送信側ではまず送信したい情報系列



u = (u1; � � � ; uK); uk 2 Aから符号化（関数）C によ
り符号語C(u)を生成し，通信路を通して受信側へ送る．

受信側では送信側から送られた符号語が雑音などの影響
により一部のシンボルが異なってしまった受信系列を受
け取ることになり，この受信系列を元の符号語または情
報系列にもどすことを復号と呼ぶ．

この分野で中心的に研究されている符号はシンボル長
K の情報系列 u にK � N 生成行列 Gをかけて1シン
ボル長N の符号語を生成する線形符号のクラスである．

C(u) = uG:

生成行列の左側K �K が単位行列であった場合，符号
語は (u;x) となる．xをパリティと呼び，このような符
号を組織符号と呼ぶ．

生成行列Gに対してGH
T = 0を満たす行列H を検

査行列と呼び，すべての符号語が以下の性質を満たすこ
とは符号語の生成過程より明らかであろう．

C(u)HT = 0:

通信路で誤りが生じて符号語と異なってしまった場合の
受信系列 y は，検査行列 H をかけても 0にはならず，
誤りが生じたことが受信側で検出される．この積をシン
ドロームと呼び，これを手がかりにある範囲内の誤りに
対しては，ある種の方程式を解くことによって，誤りが
生じたシンボルを求めることができる．このような代数
的復号法が現在実用的には多く用いられている．この代
数的復号法は計算量が少なく，訂正可能な領域が理論的
に保証されているなどの利点を持っている．

結局この復号の問題は，受信系列を yとしたもとで，
受信系列 y から符号語 C(u)または情報系列 uを推定
する問題に帰着される．推定は情報系列全体uをブロッ
クとして推定する場合と各情報シンボル ukを推定する
場合に大別される．一般に推定の評価には誤り率が用い
られ，前者に対するものをブロック誤り率，後者に対す

るものをシンボル誤り率と呼んでいる．
ブロック誤り率を最小化する推定 (復号)法は受信系列
を与えられたもとでの事後確率P (ujy)を最大化する情
報系列ûを推定値とすることになる．これはuの事前確
率が一様な場合は，尤度P (yju)を最大化する情報系列
と一致し，通常これを最尤復号と呼んでいる．一方，シ
ンボル誤り率を最小化する推定法は事後確率P (ukjy)を
最大化する情報シンボルûkを推定値とすることになる．

通常これを MAP(Maximum a posteriori probability)

復号2またはMPM(Maximum posterior marginal)復号
1A は有限集合なのでこれらの演算は有限代数上の演算となる．
2正確には情報シンボルに対する最大事後確率復号と呼び，情報系

列 (ブロック) に対する最大事後確率復号と区別すべきであろうがこ
こでは慣例に従う．

などと呼んでいる．

uを推定する場合も ukを推定する場合もそれぞれの
確率変数の事後確率を計算し，その最大値を探索すると
いう意味で基本的には同じ手続きで復号は行われるが，
計算の困難な部分は両者で異なっている．一般に情報系
列全体の事後確率P (ujy)は比較的容易に計算可能であ
るが，最大値をとるûを jAj

Kの候補から探索する問題は
多くの計算量が必要とされる．この状況は尤度最大化の
問題でも同様で，通信路復号化の多くの研究はこの最適
な最尤復号に近い誤り率を，少ない計算量で実現する事
に向けられてきた．例えば代数的復号だけでは最尤復号
と比べ誤り率が高くなってしまうので，代数的復号を繰
り返して用いることにより最尤復号またはそれに近い復
号を実現するアルゴリズムが多く研究されている．

逆に，個々の情報シンボル ukを推定する場合におい
て，最大値を見つけることは jAj � 1の比較で容易であ
るが，各情報シンボルの事後確率 P (ukjy)を計算する
ことは，事後結合確率P (ujy)から周辺確率を計算する
ことに対応し，一般には jAj

K�1回の加算が必要となり

指数オーダの計算量となる．この事後周辺確率計算を，
少ない計算量で近似計算することに成功したある種の反
復アルゴリズムが，Turbo復号や LDPC符号における
sum-productsアルゴリズムである．

先に述べたように，事後確率の値を求めることがその
問題の主要な課題となっている問題は様々な分野で見る
ことができる．BNをはじめとする確率推論の分野おい
て，証拠が与えられもとで各命題の確信度の更新を行う

ことは主要な問題であり，この問題はある確率変数の値
が与えられたもとでのその他の確率変数の事後周辺確率
を求めている上記の問題と同値の問題となっている．

3 確率変数間の相互関係のグラフに
よる表現

事後周辺確率の計算は一般に多くの計算量を必要とす

るが，確率変数間の相互の関連が部分的にのみ存在する
確率分布においてはその計算が容易になる可能性があ
る．相互の関連が部分的とは，系全体の確率構造を表す

結合確率が，確率変数の部分集合の関数の積で表される
場合を指す．その関数としては，例えば条件付き確率や
ポテンシャル関数が用いられている．

このような条件が当てはまる確率分布として典型的な
のはマルコフモデルであろう．隠れマルコフモデルなど
も含めたマルコフモデルは時系列解析，制御理論，信号
処理，音声処理など様々な工学分野で用いられている．

１次元の広がりの関連を扱ったマルコフモデルを一般化



し，ある要素（確率変数）の確率が，近傍の要素が与え
られたもとでの条件付き確率のみで決まるマルコフラ

ンダム場 (MRF)は，統計力学や画像処理の分野で使わ
れている．人工知能の分野の不確実な知識処理の問題で
も，確率事象や命題間の関係に条件付き独立が仮定され
る場合は多い．

これらの部分的に確率変数が関連を持つ分布の確率構
造を表現するには，確率変数を節点に対応させ，関連の
ある確率変数の節点間を枝で結んだグラフを用いると
分かりやすく表現できる．用いられるグラフ表現は分野
によって様々であるが，まず無向グラフと有向グラフに
大別される．前者としてはMRF[11]，moralグラフ [13]

等があり，後者として代表的なのがBNである．BNは
系全体の確率を条件付き確率の積で表し，条件付き確率
を親節点から子節点への有向枝に対応させグラフ化して
いる．正確には BNは cycleが無い有向グラフ (DAG:

Directed Acyclic Graph)で定義され，知識処理の分野
で広く用いられている．また，統計学の分野でも，多変
量解析で求められた確率分布の確率変数間の関連を，グ
ラフで表現するグラフィカルモデリングの研究が盛んに
行われている．

符号理論の場合も情報系列U, パリティX,受信系列
Y の各シンボルを確率変数としてとらえ全体の確率構
造を考えると，各確率変数は部分的に関連をもつ構造
となっている．符号のグラフ表現としては，白丸の節点
で確率変数を表し，黒丸の節点で関連の有ることを表す

Tannerグラフ [11]が従来から提案されていた．Tanner
グラフは近年 factorグラフとして一般化されている [11]．

また，畳み込み符号や一部の線形符号は，トレリス [19]

によってその構造を簡素に表現可能であり，従来から広
く用いられている．

このようなグラフ表現は，部分的に確率変数が関連を
持つ分布の確率構造を視覚的に分かりやすくする為だけ

ではなく，このグラフを用いて事後確率計算等を効率良
く行うアルゴリズムを構成するために役立っている．例
えば，符号理論で用いられるトレリスは，最尤復号を保
証する効率よいアルゴリズムであるViterbiアルゴリズ
ム [19]の計算プロセスを表していると考えることもでき
る．後で詳しく述べるBNの確信度更新アルゴリズムと
Turbo復号の同等性が明らかになった最近では [11][14]，
様々な符号がBNや factorグラフを用いて表現され，符
号の性能や効率的復号法などの研究がなされている．図
1はBNを用いて符号を表現した一例である．

4 事後確率の効率的計算アルゴリズ
ム

隠れマルコフモデルにおいて，観測値が与えられたも
とでの各時点の状態の事後確率を求める効率的アルゴリ

ズムとして forward-backwardアルゴリズム [2]がある．

マルコフモデルの条件付き独立性をうまく利用し，時点
順に計算する値と最終時点から時点を遡りながら計算す

る値を合わせるだけで事後確率を効率良く計算するアル
ゴリズムである．グラフ的な視点からアルゴリズムを見
ると，状態遷移を表したトレリス上を順方向に流れる情
報と逆方向に流れる情報が，それぞれの端点まで到達す

るとアルゴリズムは終了し，正しい事後確率を出力する
ことになる．このアルゴリズムは隠れマルコフモデルが
用いられる様々な分野で使用されており，応用分野の一
例としはて音声認識の問題がある．

BNにおける確信度更新，つまり事後周辺確率の計算
における効率的アルゴリズムはとしては BP が代表的
である．BPでは有向グラフの順方向へメッセージ�と
逆方向へのメッセージ�を伝搬させることにより各節点
の事後周辺確率を求めている．BPも事後周辺確率を部
分的な確率計算の反復で行う効率的アルゴリズムと解
釈することができる．BNはDAGとして定義されてい
るが，BPを用いることができるグラフはDAGの部分
クラスである Polytree(一般木)と呼ばれる loopの無い
DAGのクラスに限定されている [15]．BPが正しく事後
周辺確率を計算できる保証はこの木構造上で条件付き独
立の性質をうまく用いた点にあり，先に述べた forward-

backwardアルゴリズムとアルゴリズムの本質は同じで
ある．

BPの性能が保証できるクラスはこのPolytreeに限ら
れるが，計算量は確率変数の数とアルファベットの大き
さの多項式オーダとなる効率の良いアルゴリズムとなっ

ている．Polytreeより広いクラスのDAGに対しても正
確さの保証のある計算アルゴリズムが幾つか提案されて
いるが計算量は増加してしまう [15] [13]．この問題を計
算量から考えると，DAGの一般的クラスにおける事後
周辺確率計算問題はNP困難となることが計算理論分野
で有名な 3-SAT問題を用いて証明されている [4]．

その他のグラフ表現として factorグラフにおいては
効率的な事後周辺確率計算アルゴリズムとして sum-

productsアルゴリズムがある．グラフ上で２種類の情
報を２種類の節点を通して流し計算をするアルゴリズム
で，節点に集まってきた情報を和と積で計算することで
このように呼ばれる．BPと本質的には同じアルゴリズ
ムであることが示されており，このアルゴリズムも fac-



Y 1
U

Y 2
U

Y K-1
U

Y K
U

U1 U2 UK-1 UK

X 1 X 2

Y 1
X

Y 2
X

Noisy  information
         symbols
         (visible)

Information symbol
         (hidden)

Parity symbols
         (hidden)

Noisy parity symbol
         (visible)

図 1: BNによる符号の表現例

torグラフに loopがない場合のみ正しい計算の保証があ
る．統計力学の分野ではMRF上での確率変数の事後期
待値を効率よく計算する手法に平均場近似がある．平均
場近似には様々な手法があるが，ある種の手法はBPや
sum-productsアルゴリズムと同等であることが知られ
ている [12]．また，DAGよりさらに広い分布クラスに
対して，与えられる情報も確率変数の値としてだけでな
く確率として与えられる場合にも周辺事後確率計算が行
えるアルゴリズムも提案されている [17]．

5 符号のグラフ表現と効率的復号ア

ルゴリズム
符号のグラフ表現とその上での効率的な事後周辺確率
計算アルゴリズムを眺めてみよう．例えば畳み込み符号
をBNで表現するとPolytreeで表現可能なため，BPア

ルゴリズムで正確な事後周辺確率が計算できることにな
る．トレリス符号に対し正確なMAP復号を実現するア

ルゴリズムとして符号理論の分野では BCJR[1]アルゴ
リズムが有名であるが，これは forward-backwardアル
ゴリズムそのものであることが知られている．畳み込み
符号のMAP復号は確率的には隠れマルコフモデルの状
態推定と同等な問題であるので，２つのアルゴリズムが
一致することは当然の帰結といえる．さらに semi-ring

上の演算の定義を変えれば forward-backwardアルゴリ

ズムは先程述べたViterbiアルゴリズムとも等価となる
[7] [11]．これらのアルゴリズムはすべてBPの特殊形と
解釈されるので，符号をBNで表現した場合にPolytree

で表現可能であれば，その符号に対してBPと等価な効
率よい復号アルゴリズムが構成できることになる．

しかし，オリジナルのTurbo符号 (並列連接畳み込み
符号)をはじめ多くの符号はDAGによる表現は可能で
あるがPolytreeで表現されないことが多い．例えば，図
1の符号は loopがありPolytreeとはなっていない．こ
のような場合でも，BP をうまく用いることで，情報シ
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図 2: 図 1のBNの部分グラフ

ンボルの事後確率の近似計算を行えないだろうか．図 1

をよく見ると，節点X1に集まってくる枝に着目した部
分グラフは図 2(a)のように Polytreeになっていること
に気づく．この部分グラフを Polytree-1と呼び，節点
X2に着目した図 2(b) の部分グラフを Polytree-2 と呼
ぶ．まずPolytree-1上でBPにより各節点の暫定的な事
後確率計算を行う．Polytree-1上で得られた情報系列U

に関する暫定的な事後確率を用いて Polytree-2上でま
たBPを行い，それを反復することで暫定事後確率の値
を更新し収束させることを考える．実はBPをこのよう

に用いた反復アルゴリズムが，Turbo復号で行われてい
る近似事後確率計算と同等であることが示される [14]．
オリジナルの Turbo符号は，情報系列を一つの畳み
込み符号で符号化した符号を送信し，それに並列して，
その情報系列にインタリーバをかけ置換した新たな系列
を，もう一つの畳み込み符号で符号化したパリティ部も
送信するもので，並列連接畳み込み符号と考えられる．

Turbo符号全体のDAGを２つの畳み込み符号のDAG

に分割すれば，それぞれはPolytreeとなり，BPと等価
な BCJRアルゴリズムを交互に用い反復することによ
り，事後周辺確率の近似値が求まることになる．

また，Gallagerにより提案され最近再発見されたLDPC

（低密度パリティ検査）符号 [5] [16]は，２元符号で検査
行列H の各列の 1の数を J 個と一定数に制限した符号
である．J は 3など比較的小さい数が用いられ，検査行
列の 1の密度が低いためこのように呼ばれる．この符号
もDNや factorグラフで表現すると loopがあるグラフ

となってしまう．そこで，Turbo復号と同様に符号を表
現したグラフを幾つかの loopのない部分グラフに分解
しBP または sum-productsアルゴリズムで反復計算し
復号を行っている．sum-productsアルゴリズムを用い
る場合，節点に集まってくる情報の数がJ となることで
和の計算の次元が J となり，効率的計算が可能となって
いる．統計力学のイジングスピンモデルにおける TAP



平均場近似は上記のアルゴリズムと等価であることが知
られており，統計力学の分野から LDPC符号を考察し
た研究も行われている [12]．

このように一般のDAGにBPを無理やりに用いた場
合の性能は保証されるのであろうか．残念ながら，一
般的には正しい事後確率を計算することの保証どころ
か，収束性も保証されていない．そのためTurbo復号や
LDPC符号における sum-productsアルゴリズムは，統
計学や確率推論の研究者からは性能補償範囲を超えた強
引な適用法として，必ずしも良い評価ばかりではない．

しかし，これらの２つの符号をはじめいくつかの符号に
対しては，復号誤り特性に関する多くのシミュレーショ

ンの結果から，これらの復号法の良好な性能が確認され
ている．理論的面からは，BPの演算を変換したBPと
同質なアルゴリズム3については、いくつかの性質が保
証されている。例えば、loopが一つでアルファベットが
2元のDAGに対しアルゴリズムは収束し，収束結果は
真の最大事後確率による推定と一致するという意味で正
当性が示されている [20]．この結果を拡張して単一 loop

が複数存在するDAGに対しても，ある範囲内で正当性
の保証が得られることが最近報告されている．また最近，
情報幾何を用いて Turbo復号の収束性について考察す

る研究 [9]も行われている．

6 まとめ
事後確率，事後期待値を求める問題は，知識処理，符
号理論，統計学，情報理論，学習理論，統計力学，制御
理論など様々な分野で重要な問題であり，グラフによる
確率分布の表現法や計算アルゴリズムも多岐にわたって
いる．本稿では，BPを用いた符号理論における復号問
題を中心にこれらの研究の関連についてほんの一部を垣
間見た．今後，これらの各分野が益々相互に関連をもち，
この問題に対しての研究がさらに盛んになることが期待
されている．
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