
ロバスト推定を用いた一般アフィン射影モデルの因子分解法

蔵田 武志 藤木 淳 坂上 勝彦

電子技術総合研究所, 〒 305-8568 つくば市梅園 1{1{4

e-mail: fkurata, fujiki, sakaueg@etl.go.jp

あらまし 時系列画像から形状と運動を復元する因子分解法は，数値計算上安定であり良い復元結果を与
えるが，通常，最小自乗誤差基準を用いるため外れ値の影響を大きく受けてしまう．そこで本稿では，
ロバスト推定手法の一種である LMedS推定を用いた一般アフィン射影モデルの因子分解法を提案する．
まず，因子分解法の第 1段階である動きと形状の分離において， LMedS推定を用いて特徴点を選択す
ることにより，外れ値の影響を抑制する．次に，この手法を実時間で適用するために筆者らが提案した
逐次型因子分解法へ拡張する．シミュレーションと実画像を用いた実験により本手法の有効性を示す．
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Abstract The factorization method for the structure-from-motion is stable in calculation and gives

an accurate reconstruction from a tracking result which contains only a single object, however, it is

a�ected by the outliers such as false tracking and other objects because of using the least squares

criterion. Then we present a robust factorization method for GAP (generalized a�ne projection)

model. Using the LMedS (Least Median of Squares) criterion, we can discard feature points which

is regarded as outliers, then a measurement matrix is stably decomposed into the motion and shape

matrices in the �rst stage of the factorization method. We revise this method into the iterative
factorization method for real time processing. Some experiments using synthetic data and a real

sequence are given to show the performance of our proposed robust factorization method.
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1 はじめに

時系列画像からカメラと対象物の相対運動及び対象
物の 3次元形状を同時に復元する structure from mo-
tion問題は,コンピュータビジョンやその周辺領域にお
いて，基本的かつ重要な問題である．
この問題を解くために， Tomasi and Kanade[15]

により正射影モデルにおいて提案され， Poelman and
Kanade[12]により scaled orthographic射影モデル，
paraperspective射影モデルの各アフィン射影モデルに
拡張された因子分解法は，数値計算的に安定で，全画像
を均等に扱え，簡潔に定式化が行えるという利点を持っ
ている．最近ではこの枠組を，透視射影モデルに拡張す
る手法も試みられている [16]．
これらの手法は単一物体を対象としており，実世界

へ適用するには必然的に制約が多くなる．そこで，形状
行列の性質を利用して，複数物体を分離するための手法
が Costeira and Kanadeにより提案されている [1]．た
だし，各物体の持つ運動に制約があり [6]，また，観測
誤差や外れ値に弱いという報告もされている [5]．

Zhang[17]では，代表的なロバスト推定手法である
M推定（M-estimation） [4]と LMedS推定（Least Me-
dian of Squares method） [14]を用いたエピポーラ幾
何の復元手法などについて述べられている．この中では，
LMedS推定には，明らかに間違って対応付けられた点
を外れ値として除去する効果が強く，M推定には大き
な観測誤差としての外れ値の影響を抑制する効果が強い
という特性を用いてエピポーラ幾何復元の安定化が図ら
れている．
また，因子分解法は基本的にバッチ処理のため実時

間応用には向かない．そこで，過去の復元結果を圧縮し
ながら復元解を逐次更新する因子分解法が提案されてい
る [9][3]．
本稿では，特に外れ値と実時間処理に焦点をあて，

それらを考慮した因子分解法について検討する．まず，
因子分解法の第 1段階である動きと形状の分離において，
LMedS推定を用いて特徴点を選択することにより，外
れ値の影響を抑制する．次に，この手法を実時間で適用
するために筆者らが提案した逐次型因子分解法へ拡張す
る [3]．
以下に本稿の構成を示す． 2節で一般アフィン射影

モデルの因子分解法について概説し， 3節で LMedS推
定を用いた因子分解法について述べる． 4節では，その
逐次型因子分解法への拡張について述べ， 5節でシミュ
レーションと実画像による提案手法の評価実験を行う．

2 一般アフィン射影モデルの因子分解法

まず，一般アフィン射影モデルの因子分解法につい
て簡単に説明する [2]．なお，本稿では簡単のために，
光軸と画像平面は直交し，それらの交点は既知とし，ア
スペクト比は 1:1とする．

2.1 計測行列

第 f 画像上の第 p特徴点の座標を (xfp; yfp)
(f = 1; :::; F )とする．
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で定義される行列W を計測行列と呼び，それらの座標
原点を特徴点の重心 (xf �; yf �)に移動した行列
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を修正計測行列と呼ぶ．

2.2 一般アフィン射影モデル

3次元空間中の第 p特徴点 sp(p = 1; :::; P )と，
(xfp; yfp)の関係を一般アフィン射影モデルで表すと，�

xfp
yfp

�
= Af

(2�3)

Cf

(3�3)

sp + ff

となる．ここで， Cf (= (if ; jf ;kf ))
Tは画像面 �f

上の正規直交基底 fifT; jf
Tgとカメラの光軸方向の単

位ベクトル kf
Tを行ベクトルとするカメラ座標基底行

列， Af はアフィンモデル行列で具体的には以下のよう
に記述される．なお， lは焦点距離， zf は物体重心と
カメラの相対奥行きである．
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P 個の sp の重心 gは， (xf �; yf �)に射影されるので，第
p特徴点の gからの相対座標を s0pとすると，�
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となる．ここで S0 = (s01; :::; s
0
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が得られるので，以下のようにW 0 をカメラ運動を表す
行列M と特徴点の 3次元情報を表す行列 S0 の積に因子
分解できることがわかる．
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2.3 計量拘束

W 0 からユークリッド計量による動きと形状を復元
するのに用いることのできる拘束条件は，カメラ座標系
の基底が正規直交基底をなす, つまり， CfCf

T = I3 と
いうことなので，

MfMf
T = AfAf

T (1)

が成立する．
ところが，一度の操作でこの条件を満すようにW 0

を分解するのは難しいので，通常， 2段階にわけて分解
する．まず第 1段階では，W 0 が rank3であることを利
用し，特異値分解などを用いて，

W 0

(2F�P )
= M̂

(2F�3)
Ŝ0

(3�P )

のように分解する．ここで，任意の 3次の正則行列を A
とすると，W 0 = M̂AA�1Ŝ0 のような分解も可能であ
る．いいかえれば，この分解の時点ですでにアフィン変
換の自由度を持つ運動と形状が分離できていることにな
る．
第 2段階では，拘束条件 (1)を用いて Aを求め，ユー

クリッド計量による復元解を一意�に決定する．ここで，
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とし，Q = AAT とすると (1)から，

M̂fQM̂f
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T

という拘束条件を得る．この計量行列Qは，本質的に
異なる 3枚以上の画像があれば決定できる．

3 LMedS推定を用いた因子分解法

3.1 特徴点（計測行列の列）の選択

3次元復元（キャリブレーション）を自動化するた
めには，通常，特徴点を追跡処理により対応付けする必
要があるy．しかし，追跡結果に様々な要因による誤差
や外れ値が混入することは避けられず，その結果を修正
せずに通常の最小自乗法による因子分解法を適用するの
は困難である．
本稿では，因子分解法の第 1段階である動きと形状

の分離において， LMedS推定を用いて特徴点を選択す
ることにより，外れ値の影響を抑制する． LMedS推定
は後述のとおり，入力データのランダムサンプリングに
よる試行を繰り返し行う．因子分解法の場合はW の行
と列のどちらかまたは両方の選択による試行が繰り返さ
れることになる．行と列を同時に選択する場合はその組
み合せ数が増大し計算コストが高くなるため，特に実時
間応用を考えた場合には現実的ではない．そこで本稿で
は列（特徴点）の選択による LMedS推定を行う．

3.2 LMedS基準によるアフィン運動行列の

復元

まず， LMedS推定のアルゴリズムについて簡単に
説明する．未知パラメータを推定するために必要な数の

�ここでは鏡映の議論はしない
y線特徴を用いた復元手法については [13][10]参照

観測データをランダムサンプリングにより選び，そのデー
タ集合で推定されるパラメータにおける全データの自乗
誤差のメディアンを求める．この試行を充分な回数繰り
返し，各試行中で最も小さい自乗誤差のメディアンを取
るパラメータを選択する．これにより得られる解の break-
down point（外れ値に対するロバストさ）は 0.5であ
る．これは，全データの 50%までの外れ値に対応でき
ることを表している．
一般アフィン射影モデルの場合，動きと形状の分離

には最低 4点あればよい．そこで，試行 j(= 1; ::; J)で
は特徴点の観測値の時系列である 2F 次元列ベクトル
(x1p; y1p; x2p; y2p; :::; xFp; yFp)

Tを P 個の中から 4個，
ランダムサンプリングにより選び，列部分計測行列W [j]

を生成する．W [j] を SVDにより U [j]�[j]V [j]T のよう
に分解すると， U [j] をそのサンプル集合における試行
推定運動行列とみなすことができる．
なお，試行推定運動行列 U [j] に平行移動成分が含ま

れる場合はランク 4，含まれない場合はランク 3である
必要があるので，まったくランダムに 4点をサンプルす
るのは有効ではない．そこで，W [j] の修正計測行列W 0[j]

のランク 3らしさにより，そのW [j] による試行を行う
かどうか判定することにする．
次に，この試行推定値 U [j] を用いた場合の全データ

の誤差を
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p

2
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この試行を充分繰り返し，最小メディアン値を持つ
試行での推定運動行列 U [L] を LMedS基準により得ら
れる準最適解とする．
必要な試行の回数は次のように求めることができる．

�を任意に１点選ぶ時に外れ値を選ぶ確率， nを未知パ
ラメータの推定のために必要なサンプルデータの数， J
を試行の回数とすると， n個のサンプルデータ全てが外
れ値でない試行が少なくとも 1回起こる確率 Rは，

R = 1� f1� (1� �)ngJ

のように計算できる．先に述べたように一般アフィン射
影モデルの場合， n = 4で形状と動きの分離が可能で
あり，例えば， R � 0:999とするためには， � = 0:4
の場合で J � 50， � = 0:5の場合で J � 108であれば
よいことになる．

3.3 外れ値として振舞う特徴点の除去

1節でも触れたように LMedS推定により得られるパ
ラメータは，明らかに間違って対応付けられた点や対象
物体以外の物体に属している点としての外れ値には有効
であるが，比較的大きな対応のずれや，ガウシアンノイ
ズに対してはあまり有効ではないという特性を持つ．そ
こで， LMedS推定により得られる結果から外れ値とみ
なされる特徴点を除去し他のすべての点を用いて最小自
乗解を求める．



LMedS基準により第 L番目の試行が選ばれたとす
ると，

�̂ = 1:4826f1:0 + 5:0=(P � n)g

q
�
[L]
p

により，外れ値以外のデータの誤差が正規分布に従う場
合の推定標準偏差値を求めることができる．この値をも
とに本稿では以下の基準を満す特徴点（計測行列の第 p
列）を全て選択する．

r[L]p

2
� (2:5�̂)2

そして，選択された特徴点のみから成る計測行列に
通常の因子分解法を適用し，その運動行列と形状行列を
求める．なお， LMedS推定で外れ値を除去した後，M
推定などにより復元解を求めてもよい．

4 特徴点選択による逐次型ロバスト因子分解

法

因子分解法は通常，すべての画像が入力されてから
計算をはじめるバッチ処理の形を取るため実時間応用に
は向かない．そこで推定値の逐次更新型因子分解法が提
案されている [9][3]．本稿では，前節で提案した特徴点
選択による因子分解法を，筆者らの提案した逐次型因子
分解法 [3]に拡張する．

4.1 逐次型因子分解法の概説

4.1.1 初期段階： 最初の k(� 3)画像の扱い

カメラ運動と形状を決定する計量を求めるためには，
本質的に異なる 3枚以上の画像が必要である．そこでま
ず初めの k画像から運動行列M[k] と形状行列 S0

[k] を求
める．この初期段階の世界座標系を基準世界座標系とす
る．M[k] の SVDを F[k]�[k]E[k] としたとき，第 k主成
分運動行列M[k]，第 k主成分修正計測行列W 0

[k] を以
下のようにして求める．

M[k] = �[k]E[k] = F[k]
TM[k]

W 0
[k] =M[k]S

0
[k] = F[k]

TW 0
[k]

4.1.2 更新段階

第 f 逐次修正計測行列W 0
[f ] (f > k)を

W 0
[f ]

(5�P )

= (W 0
[f�1]

T;W 0
f
T)T

と定め，W 0
[f ] = M̂[f ]Ŝ

0
[f ] のように一時的に分解する．

ここで，

M̂[f ] = (M̂[f ]
T; M̂f

T)T

である．この M̂[f ] についての以下の拘束条件からユー
クリッド計量を計算し，基準世界座標に固定されていな
い運動行列 �M[f ] と形状行列 �S0[f ] を求める．

M̂[f ]Q[f ]M̂[f ]
T = �2

[f�1]

M̂fQ[f ]M̂f
T = AfAf

T
(2)

次に， �S0
[f ] を S0[f�1] に変換する直交行列 Ef を求め，

�Mf , �S
0
[f ] を基準世界座標系に固定する．

Mf = �MfEf
T

S0[f ] = Ef
�S0
[f ]

(3)

M[f ] の SVDを F[f ]�[f ]E[f ] とすると，第 f 主成分
運動行列M[f ] および第 f 主成分修正計測行列W 0

[f ] は
以下のようにして求められる．

M[f ] = F[f ]
TM[f ]

W 0
[f ] =M[f ]S

0
[f ] = F[f ]

TW 0
[f ]

(4)

4.2 特徴点選択処理の導入

3節の手法と同様， LMedS推定により外れ値とみな
される特徴点を除去した後，最小自乗解を得るという処
理を初期段階と更新段階のそれぞれに導入する．

4.2.1 初期段階

初期段階では， kフレームまでの計測行列W を用
いて 3節の手法による特徴点を選択し，初期値となる運
動行列M[k] と形状行列 S0[k] を求め，その主成分運動行
列M[k]，主成分修正計測行列W 0

[k] を得る． kの決定
方法については 5節で述べる．

4.2.2 更新段階

更新段階では，逐次計測行列W[f ] から同様の手法で
特徴点選択を行い，選択された特徴点から成る計測行列
Wsub[f ] の一時的分解によって， M̂[f ] および Ŝ0

sub[f ]を
得る．
計量の拘束条件は特徴点数に依存しないのでやはり

（2）によりユークリッド計量を計算し， �M[f ] と �S0
sub[f ]

を求めることができる．
�M[f ] と �S0

sub[f ]の基準世界座標系への固定は，
�S0
sub[f ]

を S0
sub[f�1] に変換する直交行列 Ef を求めることで，（3）

と同様に計算することができる．

Mf  �MfEf
T

S0
sub[f ]  Ef

�S0
sub[f ]

ここで， S0[f�1] に含まれて S0
sub[f ] に含まれない特徴点，

つまり第 f フレームで外れ値と判定されたり追跡結果が
得られずデータが欠落した特徴点の復元結果については
第 f�1フレームの結果を S0

[f ] で採用することとする．
この処理により， LMedS推定による特徴点選択に誤っ
て外れ値と判定された場合でも次のフレームで回復する
ことが可能となり，また，追跡処理へのフィードバック
情報としての応用も考えられる．第 f 主成分運動行列M[f ]

および第 f 主成分修正計測行列W 0
[f ] は（4）により得

ることができる．

5 実験結果

提案手法である特徴点選択による逐次型ロバスト因
子分解法のシミュレーションと実画像による評価実験を
行った．

5.1 初期段階 kの決定

初期値の計算に用いるフレーム数 kを決定するため
に，本稿では以下のような実装を行った．

1. 第 kフレームまでの計測行列を用いて特徴点を選
択する．



2. 外れ値を除いた修正計測行列の特異値が以下の基
準を満す場合は 3へ進み，満さなければ k  k+
5とし，１へ戻る．

第 4特異値
第 3特異値

< �

3. 計量Qの第 3固有値がある閾値 � より大きければ，
初期値を計算して更新段階に移る．そうでなけれ
ば， k  k + 5とし１へ戻る．

この判定処理は，本質的に異なる 3画像が入ってく
るまで更新段階に移らないようにするものである．なお
本実装では，経験的に � = 0:2, � = 0:2とした．ま
た，計算コストの削減のために計測行列の特異値ならび
に計量の固有値の評価は 5フレームおきとし，その評価
のための計測行列は等間隔でフレームを間引き， 10 �
P 行列とした．そして，更新段階に移る時に，全てのフ
レームを用いて初期復元解を求めた．

5.2 シミュレーション

シミュレーションの設定は以下の通りである．

� fspg
20
p=1 は一辺が 200mm の立方体から生成

� カメラはピンホールカメラを仮定

� 焦点距離は 35mmカメラ相当で84mm

� 画像サイズは 640�480で各ピクセルは一辺 8�m
の正方形

� 画像のフレーム数 f = 120

� 第 f カメラ座標基底行列 Cf

f = 1; ::; 60

Cf
T = Rx

�
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3
f

�
Ry(0)Rz

�
1

3
f

�

f = 61; ::; 120

Cf
T = Rx
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160�
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f

�
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�
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f

�

� 奥行きは z1 = 2000mm, z120 = 1600mm となる
ように等速移動

� u1 = 115pixel,u60 = 0pixel,u120 = 101pixelと
なるように滑らかに移動

観測誤差と外れ値の設定については，特徴点を 3組
に分けそれぞれ以下のように設定した．

データセットA [12点] : 第１から第 120フレームまで
の正しい追跡結果に平均 0，標準偏差 1pixelのガ
ウシアンノイズを加えた点

データセットB [ 4点] : 第 1から第 60フレームまでの
正しい追跡結果に平均 0，標準偏差 3pixelのガウ
シアンノイズを加え，第 61フレームからは最大
2pixel/frameでランダムに動く点

データセットC [4点] : 第 1から第 120フレームまで最
大 2pixel/frameでランダムに動く点

以上の設定条件のもとで，形状誤差の推移，平均奥
行復元誤差，運動誤差，計算し時間を評価した．復元に
は paraperspective射影モデルを用いた．また，誤差評
価の比較対象として，もっとも条件のよいデータセット
Aの 12点のみを入力としたバッチ処理型の因子分解法
の復元結果を用いた．なお， 3節の LMedS推定による
因子分解法に 120フレーム全てを一度に入力した場合，
自動的にこの 12点を選択することができた．

5.2.1 特徴点選択結果

試行回数 J は 100回とした．初期値計算のためのフ
レーム数決定処理により本実験では k = 23と設定さ
れ，第 1フレームからランダムに動き回るデータセット
Cの 4点が初期段階での外れ値として除去された．
その後，第 60フレームまでは残りの 16点のうち 1，

2点が頻繁に外れ値として判断された．特に標準偏差
3pixelの誤差を持つデータセット Bの 4点が外れ値とし
て選ばれる傾向が強かったが，条件のよいデータセット
Aについても外れ値と判断されることがあった．しかし，
前節で述べたように直前のフレームでの復元結果を用い
ることで外れ値と判断された点についてもその後のフレー
ムで復帰し復元結果を更新することができた．
第 61フレームからデータセット Bの 4点は徐々に

外れ値として判定され，第 69フレーム以降はすべて外
れ値として判定された．そのため，第 70フレーム以降
それらの点に関しては復元結果の更新は行われず，デー
タセット Aのみにより復元結果が更新された．

5.2.2 形状復元

形状復元誤差 eshape(f)は以下の式で評価した．

eshape(f) =

PP

p=1





struep �
ztruef

zestimated

f

s[f ];p





PP

p=1



struep



 � 100(%):

ここで, s[f ];p は S[f ] の第 p 列であり, S と S[f ] の重心
は世界座標の原点で一致している．バッチ処理による形
状復元誤差は 3%であった．提案手法では前述の通り，
初期段階でデータセット A,Bの 16点が選択され復元さ
れた．第 24フレームで最大 8.5%の復元誤差を含んで
いるが，最終的に 3.3%まで収束した．これにより本手
法が安定に収束していくことが確認された（図 1）．

5.2.3 奥行き復元 (相対誤差)

奥行きは相対誤差により評価した．

edepth(f) =
zestimated
f � ztruef

ztruef

� 100(%)

ここで， zestimated
k = ztruek によって, スケールの自由

度を固定した．提案手法による奥行き比の復元誤差につ
いても，形状復元誤差同様，フレーム数が増えるにした
がってバッチ処理の結果に近づいていることがわかる（図
2）．

5.2.4 運動復元 (2つのベクトルの成す角)

運動復元誤差は，

ei(f) = cos�1 jj(iestimated
f )Titruef jj: (度)
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図 4: 運動復元誤差 （if） 図 5: 運動復元誤差 （jf） 図 6: 運動復元誤差 （kf）

A: [frame 1: 100 points] B: [frame 33: 48 points] C: [frame 99: 35 points]
図 7: 入力時系列画像（99フレーム）

により評価した． jf , kf についても同様に評価した。
これらも形状復元誤差や奥行き比の復元誤差同様，フレー
ム数が増えるにしたがってバッチ処理の結果に近づいて
いる．ただし， jf , kf については第 60フレーム前後で
大きな誤差が見られた（図 4, 5, 6）．

5.2.5 計算時間

提案手法の計算時間を計測した．計算には， Pentium
II 450MHz PCを用いた．フレーム数は 120枚に固定
し，特徴点数を 20点から 100点まで変化させた．提案
手法の計算コストは外れ値を除く特徴点数（inlier）に
依存するため，全ての点が選択されるよう誤差のないデー
タを用いた．なお，計算時間には特徴点の選択や追跡に
かかった時間は含まれていない． 100特徴点の場合で約
2.8秒の計算時間を要したが， 30frame/sec換算で 4秒
分のデータであるため，すでに実時間処理が可能である
ことがわかる（図 3）．

5.3 実画像実験

次に 99フレームの実時系列画像（図 7）に提案手法
を適用した．
特徴点の自動抽出と追跡処理には日立の IP5000を

用いた．現在のところ， 15frame/secで動作している．
本稿では特徴点の追加についてまだ扱っていないため，
特徴点の自動抽出は第 1フレームのみで行い， 100点の
特徴点が抽出された．

5.1節の初期値計算のためのフレーム数決定処理に
よって，第 33フレームが初期段階と設定され，その際，
29点が選択され（図 8）， 19点が外れ値として除去さ
れた（図 10）．
最終的に第 99フレームでは 23点が対象物体上の特

徴点として選択されていた（図 9）．初期段階で選択さ
れた後，外れ値として除去された点および追跡処理に失
敗した点の第 33フレームでの位置を図 11に示す．その
中の 2点は第 99フレームまで存在していたが（図 12），
対応付けがかなりずれているため外れ値と判定された．
提案手法の応用の１つとして，復元された対象物体



のユークリッド計量，運動行列を用いた密な 3次元形状
復元を行った．具体的には，蔵田・藤木 [8]の因子分解
法の記述を用いたアフィンエピポーラ拘束を利用し，第
64, 65, 66フレームの 3画像による仮想 3眼ステレオ
マッチングを行った．つまり，ユークリッド計量は全 99
画像により求められ，密な対応付けはこの 3画像で得ら
れることになる．
カメラパラメータが未知であるので，形状復元には

scaled orthographic射影モデルを用いた．いくつかの
視点からの復元結果を図 13に示す．ステレオマッチン
グや CGモデル生成に単純な手法を用いていることもあ
り，よい結果とは言えないが，提案手法によってユーク
リッド計量ならびに運動，形状が実用可能な精度で復元
できていることがわかる．

6 むすび

本稿では， LMedS推定を用いて特徴点を選択し，
外れ値を含むデータに対してロバストに運動と形状を推
定することができる因子分解法を提案した．また，実時
間で適用するためにこの手法を逐次型因子分解法へ拡張
した．
シミュレーションと実画像を用いた評価実験の結果，

提案手法による特徴点選択が有効であることが確認でき
た．また，処理速度については PCでも充分に実時間処
理できることを示した．
本稿では更新段階の時点で新たに追跡される特徴点

については扱っておらず，また，提案手法の breakdown
pointについての評価も行っていない．実世界応用のた
めには必ず検討すべきである．
また，動きによる領域分離 [7]や特徴点追跡処理な

どと提案手法との協調処理による，複数物体への対応や
追跡精度の向上，エピポーラ拘束による特徴点の再探索
による復元精度向上なども今後の課題である．
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図 8: 選択された点
[frame 33: 29 points]

図 9: 選択された点
[frame 99: 23 points]

図 10: 外れ値
[frame 33: 19 points]

図 11: 外れ値 [frame 33: 6 points] 図 12: 外れ値 [frame 99: 2 points]

図 13: 第 64,65,66フレームを用いた仮想 3眼ステレオにより復元された対象物体の密な 3次元形状




