
電子相関と超伝導

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　柳沢　孝

1 電子相関と超伝導

1.1 高温超伝導は可能か

電子・フォノン機構による超伝導体は s波の超伝導体であり、ほとんど

が BCS理論により実験結果を説明できる。1975年までに発見された超伝

導体は、ロバーツ（Roberts）によりまとめられている [1]。この時点ですで

に 5000個を越える化合物のデータがあり、参考文献の数はおよそ 2000で

ある。これらの超伝導体はほとんどが s波の超伝導体であり、電子・フォ

ノン機構によるものと考えられる。BCS理論はこれらの超伝導物性の説

明に成功を収めた。BCS理論により、超伝導ギャップの 2倍と kBTcとの

比が 3.528、また Tcでの比熱のとび ∆Cと Tc直上での正常状態の電子比

熱との比は 1.426という普遍的な値になることが示され、多くの実験によ

り確認された。超伝導状態は、摂動が時間反転対称性を破るかどうかで反

応が大きく異なることが予言され、実際に超音波吸収の実験や核磁気緩和

時間の測定における Tcでのピークの存在により確認された。超伝導状態

は時間反転対称性を破らない摂動に対しては緩やかに反応するが、時間反

転対称性を破る摂動に対しては強く反応する。また、BCS理論は超伝導

臨界温度 Tcに同位体効果が存在することを示した。化合物の構成元素を

その同位体に置き換えると Tcが変化する。その原子の質量をMとすると

Tc ∝ M−α (1)

と表わされる。BCS理論は α = 0.5と予言した。実際、水銀に対する質量

M（統一原子質量単位にて）の 199.5から 203.4への置換において、4.185K

から 4.146Kへの Tc が観測され、α ≃ 0.50という結果が得られた。これ

は、電子・フォノン機構による超伝導であることを明快に示している。す
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ず（Sn）、鉛（Pb）においては、αの測定値はそれぞれ 0.505、0.478であ

り、0.5に近い。

超伝導特性が BCS理論の予言からのずれを示す超伝導体を強結合超伝

導体という。例えば、遷移金属超伝導体の中には、αが 0.5からずれてい

るものがあり、これはクーロン相互作用または強結合の効果により説明さ

れる。αが 0.5より小さくなることは、クーロン相互作用の効果により説

明できる。モレル（Morel）とアンダーソン（Anderson）が最初に考えた

ように、電子間のクーロン斥力の大きさを µ ≡ U/ǫFとすると、くりこみ

の効果によりクーロン斥力は µそのものではなく

µ∗ =
µ

1 + µ ln(ǫF/ωD)
(2)

により表わされる [2]。ここで、ǫFはフェルミエネルギーであり、ωDはデ

バイエネルギーである。ωD に M依存性があるために、µ∗から同位体効

果の係数 αへの補正が現われる。それが αを小さくするのである。強結

合超伝導の理論は、電子・フォノン相互作用におけるスペクトル構造（エ

ネルギー依存性）を考慮したものであり、グリーン関数法により記述され

る。このような取り扱いはエリアシュベルグ（Eliashberg）により始めら

れた。なお、近藤淳により超伝導体の 2バンドモデルが考察されたが、そ

の動機は αの 0.5からのずれを弱結合理論の枠組みで説明しようというと

ころにあった [3]。電子対のバンド間トランスファー項（すなわちジョセ

フソン項）が同位体効果に補正を与え、αが 0.5からずれる。これは実際

に、鉄ヒ素系超伝導体において実現していると考えられる [4, 5]。

電子・フォノン相互作用による超伝導において、どれくらいの高さの臨

界温度 Tcが可能であろうか。エリアシュベルグ方程式に基づいた強結合

理論を使い、マクミラン（McMillan）は Tcに対して次の表式を与えた [6]:

Tc =
θD

1.45
exp

(

− 1.04(1 + λ)

λ − µ∗(1 + 0.62λ)

)

. (3)

ここで、λは電子・フォノン相互作用の強さを表わす結合定数である。ま

た、θD = ~ωD/kBであり、µ∗はすでに導入したクーロン相互作用の効果を

表わすパラメーターである。µ∗の値は通常の金属ではおよそ 0.1程度でよ

いと考えられている。µ∗は現象論的パラメーターであり、Tc、デバイ振

動数ωD、同位体効果の係数 αが実験から求まれば決定することができる。

そのように決められた値がおよそ 0.1である。ミクロな計算から µ∗を決
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めるのは難しいであろう。フェルミ面上で平均化された電子・フォノン相

互作用の強さを α(ω)、フェルミ面でのフォノンのスペクトル関数と状態

密度との積を F(ω)とすると、λは次で与えられる：

λ = 2

∫ ∞

0

dω
α(ω)2F(ω)

ω
. (4)

電子・フォノン相互作用の行列要素を Iと書くと、λは近似的に次のよう

に表わされる：

λ ≃ N(ǫF)〈I2〉
Mω2

D

. (5)

ここで、N(ǫF)はフェルミ面における状態密度、Mは原子の質量である。

K ≡ Mω2
D
は原子の振動のばね定数に対応する。マクミランの式は、基本

的には BCS理論による式にくりこみの補正 1 + λとクーロン相互作用に

よる補正 µ∗を考慮したものとなっている。この式によると、結合定数 λ

が大きくなっても、くりこみ効果 1+ λおよび λ− µ∗のためにそのまま Tc

の上昇は期待できない。マクミランはこの式に基づいた考察から、Tcに

は上限があり高くても 30 K程度であろうと予想した。これは、BCSの壁

と呼ばれている。マクミランの予想が正しいかどうかはわからないが、こ

れまで見つかっている電子・フォノン相互作用によると考えられる超伝導

体はいくつかの例外を除いて 30 K以下の臨界温度を示している。例外的

に高い Tcを示す超伝導体について次節で議論する。

なお、アレン（Allen）とダインズ（Dynes）はマクミランの式を再検討

し [7]、マクミランの式の因子 θD/1.45を ωlog/1.2で置き換えた。ここで、

ωlog は、lnωの重み関数 g(ω) = (2/λω)α2F(ω)による平均 〈lnω〉を使い、
ωlog = exp(〈lnω〉)と表わされる。すなわち、

ωlog = exp

(

2

λ

∫ ∞

0

dωα(ω)2F(ω)
lnω

ω

)

(6)

となる。また、電子・フォノン相互作用が大きい場合を議論し、λ ≫ 1な

ら漸近的に Tc ∝
√
λであり、結晶が安定なら高温超伝導も可能であろう

とした。

3



1.2 電子・フォノン相互作用による高温超伝導体

1.2.1 MgB2

MgB2は電子・フォノン相互作用による超伝導体であると考えられるが、

Tcは 39Kであり 30Kを越えている [8]。MgB2においては、幸運にも Tc

を高くする要因がいくつか重なり、高い Tcが実現していると考えられる。

それらを挙げると次のようになる [9]：

(1)ホウ素（B）は軽い元素であるため、対応するデバィ振動数ωDが大き

い。

(2) s軌道と p軌道が強く混成しているため、固い結晶が実現している。

ωD ∼ 100 meVと見積もられている。

(3)マクミランの式に現われる µ∗が小さい。µ∗ ≤ 0.1と考えられている。

また、フェルミエネルギーはデバィ振動数より十分大きい: ǫF ≫ ~ωD。

(4)電子・フォノンの結合定数 λが大きい：λ ∼ 1。

(5)強い電子格子相互作用にもかかわらず、格子の不安定性が起きにくい。

2次元的なフェルミ面が関係していると考えられる。

MgB2はこのような条件が重なると、電子・フォノン機構においても 40 K

級の超伝導が可能であることを示している。

1.2.2 Ba1−xKxBiO3

ビスマス（Bi）を含む酸化物 Ba1−xKxBiO3（BKBO）は Tcが約 30Kで

ある: Tc ∼ 30K[10, 11, 12, 13]。等方的なギャップを持つ s-波超伝導体で

あり、主たる超伝導の起源は電子・フォノン相互作用であると考えられて

いる。母物質の BaBiO3はペロブスカイト構造をした酸化物である。バン

ド計算によると BaBiO3は金属的 [14, 15, 16]または半金属的 [16]である

が、実際は絶縁体である。現実の BaBiO3においては、ギャップの値が約

2eVの電荷密度波が形成されている [17]。Bi+3と Bi+5のビスマスが交互

に並んだ電荷密度波状態となっている。これにカリウム（K）をドープす

ると、約 x ∼ 0.3で電荷密度波から超伝導へと相転移が起こる。BKBOに

対して電子・フォノン相互作用によるエリアシュベルグ理論に基づいた計

算があり、xの増加と共に Tcは増加し、x = 0.7で Tc ∼ 30Kも可能であろ

うと主張されている [18]。しかし、現実には比較的小さな xに対して 30K

の超伝導が実現していることから、電子間相互作用が Tcを押し上げてい
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るという考えもある。ビスマスは BaBiO3 においては +3価と +5価とし

て存在し、平均の価数は +4価である。このように結晶中では +3と +5は

存在するが +4価は存在しない（あるいは +1と +3は存在するが +2価は

存在しない、または +2と +4は存在するが +3価は存在しない）という元

素が自然界には多数存在する。このような現象は価数スキップと呼ばれて

いる [19, 20, 21, 22]。これは、価数が +3と +5の間でゆらいでいると見る

こともでき、実効的に引力が働いていると解釈することもできる。これに

より比較的高い Tcが実現している可能性がある。

1.2.3 ドープされた C60

ドープされたフラーレンも電子・フォノン超伝導体としては高い Tcを

示す [23, 24]。フラーレン C60分子は面心立方格子（fcc）をなしている。

セシウム（Cs）をドープしたフラーレン Cs3C60において最高 Tc = 38 K

が実現した [25]。セシウムをドープしたC60は面心立方格子ではなくA15

型の体心立方格子（bcc）をなしている。常圧では絶縁体であり、4 kbarの

加圧により超伝導体となり 7 kbar下で最高 Tcに達する。軽い炭素原子の

フォノン振動数が高いこと、および絶縁体の近くにあるためバンド幅が小

さく電子の状態密度も高いことが Tcを上げている要因であろう。超伝導

が絶縁体・金属転移の近くに存在することから、単純な電子・フォノン相

互作用による超伝導ではなく、電子相関が何らかの働きをして Tcを上げ

ていると考えられる。常圧でモット絶縁体であるため、クーロン相互作用

の効果を無視することはできないであろう。

1.2.4 マティアス則

Tcを上げるにはどうしたらよいであろうか。マティアス（Matthias）は

そのための指針を与えた [26]。それらは次のようである：

(1)結晶は立方格子がよい。対称性が高い方がよい。

(2) d電子系がよい。d電子数は 3、5、7のように奇数がよい。

(3)磁性を持たない方がよい。磁気秩序状態の近くにない方がよい。

(4)金属絶縁体転移の近くにない方がよい。

d電子数は奇数がよいと言っているのは、状態密度にピークがあると考え

たからである。マティアス則は基本的には状態密度の形状に関係してい
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ると考えられる [27, 28]。また、磁性は超伝導を壊し、絶縁体の近くでは

Tcは上がらないだろうというのは、当時としては自然な考えであった。マ

ティアスの考えはA15化合物において成功した。Nb3GeはA15化合物の

中で最高の Tc = 23.9 Kを示した [29]。実際に全電子数が 19個、すなわち

1原子あたり 4.75個のときに最高 Tcが実現した。また、Pb、Bi、Tl等を

含むAuCu3構造の超伝導体に対して電子数を変えた時の Tcの変化も報告

されている [30, 31]。しかし、その後の超伝導の歴史をたどればわかるよ

うに、マティアス則に従って高温超伝導体が発見されたことは残念ながら

なかった。

1.2.5 Tcを上げるには

それでは、高い Tcの超伝導を実現するためにはどうすればよいであろ

うか。電子・フォノン相互作用による超伝導の Tcが一般に高くなれない

のは、カットオフのエネルギーであるデバィ温度が数 100 Kと低いから

である。弱結合の BCS理論では臨界温度はデバイ温度より 2桁近く小さ

くなってしまい、エリアシュベルグの強結合理論においてもデバイ温度に

比べかなり小さくなる。軽い元素を構成原子とする化合物は一般にデバイ

温度が高いであろう。究極的には金属水素が実現すれば高温超伝導体に

なると予想される。ダイアモンド（デバイ温度：2000K～ 2200K）やグラ

フェン（デバイ温度：～ 2800K）も高温超伝導体の候補であろう。層状構

造は状態密度を増大させるため、超伝導にとって有利である。電子・フォ

ノン結合定数 λも大きいほど良いが、理論的な計算により求めることは難

しい。

高い Tcを期待するには、エネルギースケールの大きい相互作用に基づ

く超伝導機構を考える必要がある。電子・フォノン相互作用以外に候補に

あがるのが電子間相互作用の強い強相関電子系である。電子間のクーロン

相互作用は数 eV ∼ 10000 Kのエネルギーの相互作用であるので、高い Tc

が期待できるのである。問題は、そのような非フォノン機構により本当に

超伝導が可能であろうか、ということにある。これについて次の節以降で

考察していきたい。
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1.3 電子相関とは

ここで考える電子相関は主として電子間のクーロン相互作用によるもの

である。クーロン相互作用と言っても、1/rのポテンシャルで与えられる

長距離力のクーロン相互作用ではなく、同じ原子にいる電子間に働くクー

ロン相互作用やフント結合等の交換相互作用である。長距離のクーロン相

互作用は遮蔽効果により小さくなっていると考え、同一原子上のクーロン

相互作用のみを考慮するモデルをハバードモデルという [32, 33, 34]。簡

単のため、一つの原子上には一つの軌道状態のみを考えると、ハバードモ

デルは次の式で与えられる:

H = −
∑

ijσ

tijc
†
iσ

cjσ + U
∑

i

ni↑ni↓, (7)

と書かれる。ここで、c
†
iσ
、ciσ は伝導電子の生成、消滅演算子であり、

niσ = c
†
iσ

ciσは数演算子を表わす。ti j はサイト iとサイト jの間の電子の

飛び移りを表わす行列要素であり、トランスファー積分または重なりな

どと呼ばれる。近接サイトへのトランファー積分を t、次近接へを t′と書

く。U はクーロンエネルギーの大きさであり、正の時 U > 0は斥力を表

わす。同じサイトにスピンアップおよびダウンの電子が来ると U だけエ

ネルギーが高くなり、Uが大きいほど電子は避けあって動かなければなら

なくなるため動きにくくなる。これが電子相関効果である。第一原理計算

においては、密度汎関数法により長距離クーロン相互作用の効果も含めた

電子状態計算がなされているので、第一原理計算の結果を再現するような

重なり積分 {ti j}を用いれば、長距離クーロン相互作用の効果を含めている
と考えることができる。

これから考える電子相関は、オンサイト相互作用Uによるものである。

一見簡単そうなモデルであるが、いろいろな物理的相が存在し奥の深いモ

デルである。一原子あたり一つの電子がいる場合（すなわちハーフフィリ

ングの場合）、Uが大きくなると系は絶縁体状態となる。強相関効果によ

る絶縁体を議論するために、ハバードは現在ハバードモデルと言われて

いるモデルを考えたのである。クーロン相互作用 U からは磁性も現われ

る。U/tが非常に大きいとし、t/Uによる摂動により隣接原子上の電子間

に反強磁性の交換相互作用が働くことが導かれる [35]。すなわち、スピン

モデルはハバードモデルから導くことができる。実際、芳田奎著『磁性』

[36, 37]においては、磁性の記述はハバードモデルから始まっている。
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銅酸化物高温超伝導体や重い電子系は強相関系の典型であるが、多くの

超伝導体が見つかっている。セリウム（Ce）などの f 軌道の電子をもつ希

土類元素を含む化合物は重い電子系と呼ばれている [38]。 f 電子は d電子

に比べ非常に局在しているため、f 電子間には強い電子相関が働いている。

近藤効果とも密接な関係をもっている [36, 37, 39, 40, 41, 42]。電子・フォ

ノン相互作用によって形成される電子対はスピン 1重項の s波状態にある

が、重い電子系における電子対は異方的な対称性をもち、ギャップ関数が

ゼロとなるノードがフェルミ面上に存在する。これは、重い電子系におけ

る超伝導が電子・フォノン相互作用によるのではない、すなわち非フォノ

ン機構による超伝導であることを示している。非フォノン機構による超伝

導は非 BCS型超伝導と呼ばれることがある。銅酸化物高温超伝導体にお

いても電子対（クーパー対）は異方的な対称性をもっている [43, 44, 45]。

したがって、非フォノン機構による超伝導であると考えられている。非

BCS型超伝導の可能性がある化合物の例を表 1に掲げた。

非フォノン機構の相互作用の有力な候補が、同じ原子上の電子に働くオ

ンサイトの斥力クーロン相互作用である。クーロン相互作用は eV(∼ 10000

K)という大きなエネルギーをもちながら、重い電子系の超伝導転移温度

は残念ながらほとんどが数K以下であり非常に低い。このように Tcが低

いのは、f 電子間の強いクーロン斥力のために、電子の有効質量があまり

に大きくなりすぎているためである。重い電子系では電子の有効質量の増

大因子は大きいもので数 100から数 1000にも達する。これはエネルギー

のカットオフが小さくなることを意味している。重い電子系では、近藤温

度 TKが有効的なバンド幅のエネルギースケールを与える。これは、バン

ド電子の質量 mに対して有効質量を m∗と書くと、ほぼ m∗/m ≃ D/TKの

関係が成り立つことを示している。ここで、Dはバンド幅を表わす。有効

的なバンド幅 D/(m∗/m)がほぼ TKとなっている。経験的に有効質量が大

きいほど Tcが低いという傾向がある。式で表わすと、

kBTc ≃ 0.1t/(m∗/m) (8)

である。ここで、tは重なり積分（トランファー）を表わし、teff = t/(m∗/m)

は有効的重なり積分である。銅酸化物高温超伝導体においては、有効質量

の増大はそれほど大きくなく 5～ 10倍の程度である。エネルギーカット

オフを重い電子系と銅酸化物高温超伝導体とで比べると、その比はおよそ

100であり、ほぼ Tcの比となっている。これらのことは、銅酸化物高温

8
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図 1: 2次のオーダーまでの電子対相互作用。点線がクーロン相互作用な

どの電子間相互作用を表わし、実戦は電子の伝搬関数（グリーン関数）を

表わしている。

超伝導体と重い電子系の超伝導はともに電子相関を起源とすることを示唆

している。また、有機物の超伝導体 [46]に対しても同様の議論をあては

めることができる。

斥力であるクーロン相互作用が本当に超伝導を引き起こすのだろうかと

いう疑問は当然ながら生じる。実は、この疑問に対する答はまだ完全には

与えられていない。この疑問に対する研究が高温超伝導の研究であるとも

言える。

1.4 電子相関と超伝導

電子間相互作用により超伝導が引き起こされるかどうかは古くから研究

されていた。電子間に引力が働くならそれが非常に弱いものであっても

（フェルミ面の存在により）電子対ができる、というのがクーパーの結果

であった。この引力がもっと一般的な、引力とは限らない相互作用の場合

にはどうなるであろうか。電子相関が超伝導に及ぼす効果は古くから研究

の対象とされてきた。コーン（Kohn）とラッティンジャー（Luttinger）は

この問題を考察し、相互作用の形にかかわらず温度を下げていけば温度は

非常に低いかもしれないがある温度で電子対を形成するであろうと予想し

た [47]。長距離の振動部分から引力が現れるであろうと考えた。ギャップ

方程式は次の形に表わされる（(1.68)式参照）:

∆k = −
1

N

∑

k′

Vkk′∆k′
1 − 2 f (Ek′)

2Ek′
. (9)

ここで、Ek =

√

ξ2
k
+ ∆

2
k
である。Vkk′ は電子対間に働く相互作用を表す。

(1.68)式では球面調和関数で展開して ℓ = m = 0の項のみを残しているが、

9



ここでは ℓ = m = 0に限定しないより一般的な相互作用を考える。コー

ンとラッティンジャーは図 1.3に示すような相互作用を考えた。ここで、

点線はクーロン相互作用などの電子間に働く相互作用を表している。図

1.3の第一項は電子対が電子間相互作用により散乱されるプロセスを表し

ている。第二項以下は相互作用の二次のプロセスを表わしている。相互

作用とギャップ関数を球面調和関数で展開しよう ((1.5)式および (1.55)式

を参照)。温度 T は十分低いとして弱結合の近似をし、波数についての角

度積分はフェルミ面上の積分で近似する。kと k′のなす角を θとすると、

Vkk′ は θの関数 V(cos θ)としてよい。すると、球面調和関数による展開は

ルジャンドル関数による展開となり、∆kも θの関数 ∆(θ)としてルジャン

ドル関数で展開して、　 ∆(θ) =
∑

ℓ ∆ℓPℓ(cos θ)とする。両辺の ∆ℓ の係数

を比較すると Tcを決める式は次のようになる。

−1

2
N(ǫF)Vℓ = λℓ. (10)

ここで、

Vℓ =

∫ π

0

dθ sin θPℓ(cos θ)V(cos θ) (11)

であり、N(ǫF)はフェルミ面における状態密度である。Tc は、λℓ により

kBTc = ωc,ℓ exp(−1/λℓ)で与えられる（チャンネル ℓのカットオフをωc,ℓと

した）。相互作用が斥力であると図 1.3の初項が正の寄与をし、ギャップ

方程式は解を持ち得ない。しかしながら、ℓが大きければこの初項からの

寄与は小さくなりギャップ方程式は解を持ち、超伝導状態が実現するであ

ろう。したがって、電子間に相互作用があるならば温度を下げていけばい

つかは超伝導になるであろう。ただし、強磁性などのほかの秩序状態にな

らないと仮定している。（ハバードモデルについて次に議論するが、ここ

での議論をハバードモデルに適用したものが文献 [48, 49, 50]にある。ハ

バードモデルにおいては相互作用が短距離斥力相互作用であるので、図

1.3の初項は ℓ > 0に対しては寄与しない。）

超伝導に対する電子相関の効果は、バーク（Berk）とシュリーファー

（Schrieffer）によっても考察された [51]。モレル（Morel）とアンダーソン

（Anderson）はクーロン相互作用の効果を一つのパラメーター µ∗で表した

が、バークらはより詳しく電子・フォノン機構の強結合理論に基づいて、

超伝導に対する強磁性スピン相関の効果を調べた。その結果、強磁性スピ

ン相関が強ければ超伝導は起こらず、パラジウム（Pd）のように強磁性相

10
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図 2: ハバードモデルにおける電子対間の有効相互作用。

関の強い物質は超伝導にならないだろうと予想した。しかし、彼らは異方

的電子対の可能性は考えなかった。

銅酸化物高温超伝導体は d電子と p電子が伝導に関わっており、重い電

子系も f 電子と、より軌道が広がった d電子等が伝導に関与しており、と

もに多バンド系であるが、簡単のため d電子のみの 1バンド系を考え、d

電子間にオンサイトのクーロン相互作用が働いているとしよう。

ハバードモデルに基づいて、電子対生成について考察してみよう。コー

ンとラッティンジャー、あるいはバークとシュリーファーの方法のハバー

ドモデルへの応用と見ることもできる。まず、クーロン相互作用 U は電

子間に反強磁性的な相関を引き起こす。すなわち、隣り合う電子は ↑↑と
並ぶよりも ↑↓と並びたがる。エネルギーUを損して中間状態で二重占有

状態 ↑↓を作ることによりエネルギーを得するからである。クーロン相互
作用はスピンによらない相互作用であるが、パウリの排他原理によりスピ

ンに依存した相互作用となるのである。この反強磁性相関から超伝導が引

き起こされないだろうか、というアイデアから出発するのがハバードモデ

ルにおける超伝導理論である。反強磁性相関はスピン感受率により表わさ

れ、摂動の最低次では次で与えられる。

χ0(q, 0) =
1

N

∑

p

fp+q − fp

ξp − ξp+q

. (12)

ここで、 fpはフェルミ分布関数であり、ξpは電子のエネルギー分散であ

る。また、振動数は 0とした。U2χ0は図 1.3の第四項で表される有効相互

作用である。電子対に対する有効的相互作用は、高次項を含めると図 1.4

のようにダイアグラムで表わすことができる。ここでは、スピン ↑、↓の

11



電子からなる電子対への有効相互作用を示した。波数 k、−kの電子対が

k′、−k′に散乱される時、q = k − k′とおいて、χ0 = χ0(q, iωm)と書くと

Vpair(q, iωm) = U +
U2χ0

1 − Uχ0

+
U3χ2

0

1 − (Uχ0)2

= U +
3

2
U2 χ0

1 − Uχ0

− 1

2
U2 χ0

1 + Uχ0

(13)

となる。ギャップ方程式は、グリーン関数法により

∆(k, iǫn) = −
1

βN

∑

k′n′

Vpair(k−k
′, iǫn− iǫn′)G(k

′, iǫn′)G(−k
′,−iǫn′)∆(k

′, iǫn′)

(14)

と求まる。ここで、G(k, iǫn)は 1電子のグリーン関数、∆(k, iǫn)はギャッ

プ関数である。

弱結合の近似においてはギャップ方程式は次のようになる。

∆k = −
1

N

∑

k′

Vkk′∆k′
1 − 2 f (Ek′)

2Ek′
. (15)

ここで、Ek =

√

ξ2
k
+ ∆

2
k
である。Uの 2次までの有効的相互作用は

Vkk′ = U + U
2χ0(k − k

′, 0) (16)

で与えられる。この有効相互作用は正準変換によっても求めることができ

る [48, 49, 50]。このギャップ方程式は左辺と右辺の符号が異なるために、

単純にギャップ関数∆kを定数とすると解を持たない。すなわち、s波の解

は存在しない。スピン感受率 χ0(q, 0)は q = (π, π)にピークをもつことか

ら、k − k′ ≃ (π, π)の時 ∆kと ∆k′ の符号が異なるようにすると解が得られ

る（図 1.4参照）。こうして、d波の対称性をもつ解の存在が示される。こ

のように、ハバードモデルには d波の超伝導相が存在する可能性がある。

このような考えに基づいた研究が、ある種の乱雑位相近似（RPA）[52,

53, 54, 55]あるいはゆらぎ交換近似（FLEX）[56, 57, 58]等によりなされ

てきた。また、この方法は多軌道系にも拡張でき、鉄ヒ素系超伝導体など

に応用されている [59]。異なる軌道間の感受率が大きい場合、軌道間のペ

アリングにより超伝導が引き起こされる可能性がある。

ここで、電子相関の超伝導状態に及ぼす効果を議論しよう。電子相関に

より引き起こされる超伝導は電子対の対称性が異方的になるため、等方的

な s波とは異なった物性が現れてくる。電子相関系における超伝導の特異

12
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図 3: ベクトル Q = (π, π)が符号の異なるギャップ関数をつなぐことによ

り、ギャップ方程式に解が存在する。点線においてギャップ関数はゼロと

なり、点線を横切る時に符号を変える。細い実線はフェルミ面を表わす。

このフェルミ面は LSCO系の高温超伝導体のフェルミ面に対応している。

性は異方的対称性から生じる。s波超伝導は非磁性不純物によっては超伝

導状態が壊されず、Tc は下がらないが、d波超伝導体においては非磁性

不純物によっても対破壊効果により Tcの低下がおこる。渦糸状態におい

ても s波とは異なった物性が現われ、それらは渦糸の章で議論される。超

伝導状態が磁気秩序と共存する可能性もあり、銅酸化物高温超伝導体では

反強磁性と共存し、低ドープ域ではストライプ的秩序状態と共存している

[60, 61, 62, 63]。磁場依存性に関しても s波とは異なる物性を示す可能性

がある。

1.5 強相関領域における超伝導

ハバードモデルにおいて超伝導状態が実現する可能性が示されたが、高

温超伝導が実現するのは強相関領域であろう。乱雑位相近似やゆらぎ交換

近似で扱えるのは弱相関の領域である。U がバンド幅より大きい強相関

領域においては、電子相関を考慮した計算が必要となる。実際に、銅酸化

物高温超伝導体は強相関領域にあると考えられる。量子変分モンテカルロ

法によりハバードモデルを調べた結果を紹介しよう [64, 65, 66]。この方

法は、次で与えられる相関のある BCS波動関数に基づいている。

ψG = PG

∏

k

(uk + vkc
†
k↑c
†
−k↓)|0〉. (17)

ここで、ukおよび vkは BCSのパラメーターであり（1.5節参照）、PGは

電子相関を制御する演算子である。uk、vkは規格化条件 u2
k
+ |vk|2 = 1を
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満たしており、比は
vk

uk

=
∆k

ξk + (ξ2
k
+ ∆

2
k
)1/2

(18)

で与えられる。ξkは化学ポテンシャル µから測った電子分散を表わして

いる: ξk = ǫk − µ。∆k はギャップ関数であり、波動関数を最適化するた

めの変分パラメーターである。2次元格子上においては、次のような形の

ギャップ関数が使われる:

d : ∆k = ∆

(

cos(kx) − cos(ky)
)

, (19)

s∗ : ∆k = ∆

(

cos(kx) + cos(ky)
)

, (20)

s : ∆k = ∆. (21)

それそれ、d波、異方的 s波および（等方的）s波の電子対に対応している。

∆が変分パラメーターである。また、PGは、PG =
∏

j(1−(1−g)n j↑n j↓)と表

わされる。gは変分パラメーターである。なお、アンダーソン（Anderson）

はこの波動関数を共鳴電子価結合状態（RVB）を表わす波動関数と考え

た [67]。図 1.5はハバードモデルに対する基底状態のエネルギーを超伝導

ギャップパラメーター ∆の関数として計算したものである [64]。計算は

2次元ハバードモデルの基底状態に対してなされたものである。2次元系

においては有限温度では一般に長距離秩序は存在しないが [68, 69]、基底

状態（絶対零度 T = 0）では長距離秩序が存在し得る（次節参照）。実際、

計算結果は d波のギャップに対しては有限の ∆においてエネルギーが最

小になることを示している。すなわち、d波の超伝導状態が安定になる。

系のサイズを大きくした極限では、1原子あたりの超伝導凝縮エネルギー

は 10−4 eVのオーダーである。銅酸化物高温超伝導体と比較のため t = 0.5

eVとすると、サイズ無限大の極限で ∼ 0.2 meVとなる [70, 71]:

Econd/Ns ≃ 0.2 meV. (22)

YBCO系の高温超伝導体に対する比熱のデータから超伝導凝縮エネルギー

を見積もると、銅原子 1個を含む単位格子あたり 0.17 ∼ 0.26 meVとなる

[65, 72]。臨界磁場のデータからもほぼ同様の結果が得られる [73]。この

ように、計算値と実験値は非常に近い値であることがわかる。この値が銅

酸化物高温超伝導体における特徴的なエネルギースケールである。

超伝導凝縮エネルギーは U の増加とともに増大し、非常に大きくなる

と減少に転ずる。図 1.5にそのU依存性の概形を示す。強相関領域と言っ
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図 4: 基底状態のエネルギーの ∆依存性（10×10格子）。丸は d波、四角は

異方的 s波、三角は s波に対するエネルギーを表わす。相互作用パラメー

ターを U/t = 8、次近接トランスファー t′ = 0、電子数密度を ne = 0.84と

した。

てよい U/t = 10 ∼ 12において極大を示し、この領域で高温超伝導が可能

であることを示している。Uがさらに大きくなると、電子間のスピン相関

が弱くなり超伝導を引き起こすことができなくなる。変分モンテカルロ法

による計算では、U/t ∼ 7を境にして、強相関領域と弱相関領域に分かれ

て大きく電子状態の性質が異なっている [74, 75]。すなわち、超伝導には

最適なパラメーター領域がある。

なお、擬 2次元系物質ではあっても、現実には弱いながらも 3次元方向

にも自由度があり、2次元系で発達した電子対相関が 3次元的な秩序とし

て実現して超伝導転移が起きると考えられる。電子相関のある系に対して

は 2次元系において計算がなされることが多いが、2次元系で超伝導が起

きるというよりも 3次元方向の相関も成長することにより超伝導が実現す

ると考えられている。とはいえ、銅酸化物超伝導体などの層状構造化合物

に対しては、3次元系での計算も必要であろう。そのような計算も現在進

行中である。

ハバードモデルの超伝導の可能性に関しては、実は問題が残っている。

それは、量子モンテカルロ法による数値計算の結果との整合性である。量

子モンテカルロ法は統計誤差の範囲内で厳密な結果を与える計算方法であ

る。量子モンテカルロ法はその方法の性格上、U/tが比較的小さい弱相関

領域を取り扱うことができる。2次元ハバードモデルに対してなされてき
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図 5: 基底状態の超伝導凝縮エネルギーのU依存性（10× 10格子）。t′/t =

−0.2、電子数密度は ne = 0.84とした。

た量子モンテカルロ法による結果の多くが、超伝導相関は大きくならず、

超伝導相の存在には否定的である [76, 77]。第一の理由は、U/tが小さい

弱相関領域における計算であるからである。強相関領域においてもそうで

あるのかどうかは明らかにすべき課題である [78]。最近の最適化された波

動関数による計算によると、クーロン相互作用がバンド幅よりも大きい強

相関領域において、超伝導相が存在することが示唆されている [79, 80]。

1.6 2次元系における相転移について

2次元系においては有限温度では相転移が起こらないことが知られてい

る。これは、マーミン（Mermin）とワグナー（Wagner）[68]およびコールマ

ン（S. Coleman）[69]により示された。長距離秩序が存在すると自発的対

称性の破れにともなった南部・ゴールドストーン・ボソンが存在するが、低

次元系ではそのゆらぎが大きくなるために長距離秩序が壊されてしまう。

絶対零度ではマーミン・ワグナー・コールマンの定理は適用できないため、

長距離秩序の存在は否定されない。例えば、二次元反強磁性ハイゼンベル

グモデルには基底状態に長距離秩序が存在することが知られている [81]。

2次元古典 XYモデルにはコスタリッツ・サウレス（Kosterlitz-Thouless）

の相転移が存在するが、相関関数は r−T/(2πJ)のように振る舞い、指数は温

度 T に比例する [37, 82, 83]。T = 0では長距離秩序が存在する。2次元ハ

バードモデルにおいては、s波電子対の相関関数に対して次の不等式が示
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されている [84]:

|〈c†
x↑c
†
x↓cy↓cy↑ + h.c.〉| ≤ 2|x − y|−α f (β). (23)

ここで、αは定数であり、 f (β)は低温では f (β) ≃ 1/βのように振る舞う

（β = 1/kBT）。s波の超伝導は斥力ハバードモデルではあり得ないので、こ

の不等式は引力ハバードモデル（U < 0）に対するものと考えるべきであ

るが、T = 0では長距離秩序の存在を否定していない。

また、コールマンが論文において指摘しているように、コールマンの議

論はゴールドストーン・ヒッグス系に対しては適用できず、ゴールドス

トーン・ヒッグス系には相転移がないとは言えない。超伝導体もゴールド

ストーン・ヒッグス系と見ることができ、南部・ゴールドストーン・モー

ドである位相のゆらぎは、クーロン相互作用と結合してプラズマモードと

なり、長距離秩序を壊すはずのゆらぎのモードが消えてしまう。超伝導体

にコールマンの定理を適用してよいかは自明でないであろう。したがっ

て、2次元系に超伝導相転移が存在しないかどうかは微妙な問題となる。

1.7 銅酸化物超伝導体の有効モデルについて

銅酸化物超伝導体の有効ハミルトニアンとして t-Jモデルがよく知られ

ている。ここでは、t-Jモデルについても考えてみよう。ハミルトニアン

は次で与えられる:

H =

∑

ijσ

tij(1 − ni,−σ)c
†

iσ
cjσ(1 − nj,−σ) + J

∑

〈ij〉

Si · Sj. (24)

伝導電子からはアップスピンとダウンスピンの二重占有状態が排除されて

いる。ハバードモデルにおいて、U/tが無限大の極限からの展開を考える

と、運動エネルギーの項と t/Uのオーダーのいくつかの項が現れ、t-Jモ

デルと類似したモデルが得られる。運動エネルギーとスピンの交換相互作

用 JS i · S jを残したものが t-Jモデルである。交換相互作用は J/tがある程

度以上の大きさであるならば異方的電子対をもつ超伝導を引き起こすと考

えられる [85]。J/tが大きければ高温超伝導が実現しても不思議ではない。

その超伝導はハバードモデルの強相関領域における超伝導と類似のもので

あろう。しかしながら、t-Jモデルは一つの理想化されたモデルと捉える

べきであろう。現実の物質では U/tは決して無限大ではないからである、

また無限大と近似できるほど大きくはないからである。
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図 6: 銅酸化物高温超伝導体の銅-酸素面の格子。大きな丸が酸素原子、小

さな丸が銅原子を表わしている。銅原子上のスピンがその周りの 4つの酸

素原子の上にいるスピンと作るスピン一重項状態がツァン・ライス一重項

である。

また、t-Jモデルは銅酸化物高温超伝導体に対するより基本的モデルで

ある d-pモデル [66, 86, 87]（図 1.7参照）からも導かれるとされている

[88]。ハミルトニアンは次のように書かれる。

Hdp = ǫd

∑

iσ

d
†
iσ

diσ + ǫp

∑

iσ

(p
†
i+x̂/2σ

pi+x̂/2σ + p
†
i+ŷ/2σ

pi+ŷ/2σ)

+ tdp

∑

iσ

[d
†
iσ

(pi+x̂/2σ + pi+ŷ/2σ − pi−x̂/2σ − pi−ŷ/2σ) + h.c.]

+ tpp

∑

iσ

[p
†
i+ŷ/2σ

pi+x̂/2σ − p
†
i+ŷ/2σ

pi−x̂/2σ

− p
†
i−ŷ/2σ

pi+x̂/2σ + p
†
i−ŷ/2σ

pi−x̂/2σ + h.c.]

+ Ud

∑

i

d
†
i↑di↑d

†
i↓di↓. (25)

diσおよび pi+α̂/2σ (α = x, y)がそれぞれ銅原子上の d電子と酸素原子上の

p電子の演算子を表わしている。tdpが d電子と p電子の間の重なり積分、

tppが p電子間の重なり積分である。Udは銅電子上のクーロン相互作用で

あり、酸素原子上での p電子間のクーロン相互作用も考えてもよい。ツァ

ン（Zhang）とライス（Rice）は、銅原子と酸素原子上のホールから成る

局所的一重項状態を考え、銅原子上のホールに対する有効的な運動エネル

ギー項を導いた。ホールの一重項を電子が存在しない状態と考えると、そ

の項は、U/t → ∞のハバードモデルと同じである。すなわち、ツァンと
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ライスの局所一重項を考えると、U が無限大のハバードモデルが導かれ

る。d電子間の交換相互作用 Jは酸素原子を介した超交換相互作用から現

われる。これら二つを加えると t-Jモデルとなる。簡単に言うと、局所的

な一重項をフェルミオンが存在しない状態と考えてしまうと、あとは局所

一重項を作っていない銅原子上のホール（フェルミオン）のみを考えれば

よい、という考えである。ドープされたホールが銅原子上のホールと強い

一重項状態をつくると仮定しており、交換相互作用 Jは導いたのではなく

手で加えている。また、酸素原子上にドープされたホールは、両側の二つ

の銅原子のホールのスピン相関をフラストレーションの効果により乱す働

きもする。これは、t-Jモデルには含まれていない効果である。
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