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カーネル正準相関分析
A kernel method for canonical correlation analysis
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Abstract: Canonical correlation analysis is a technique to extract common features from a
pair of multivariate data. In complex situations, however, it does not extract useful features
because of its linearity. On the other hand, kernel method used in support vector machine
is an efficient approach to improve such a linear method. In this paper, we investigate the
effectiveness of applying kernel method to canonical correlation analysis.
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1 まえがき
複数の多変量情報源からデータが得られるとき，それ

らに共通に含まれる特徴量を抽出するという問題を扱

う．例えば，画像を用いて何か物を見せ，音声によって

その名前を教えるというパターン認識の学習課題があっ

たとしよう．新たに提示された画像データに対して，過

去に覚えた訓練パターンから音声を想起して再生するこ

とにする． あるいは音声によって示された画像を想起

する．すると，これは画像から音声への (あるいは音声
から画像への)回帰の問題である．しかしながら，画像
や音声は一般に非常に次元が大きいので，通常の回帰分

析などの手法が有効に働かない．そこで，一旦低次元の

特徴空間に移してから，回帰の問題を解くということが

考えられる．

従来，そのような目的のために正準相関分析と呼ばれ

る多変量解析手法が用いられてきた． これは二つの多

変量の線形変換によって，相関係数が最大となる特徴量

を求めるというものである． 情報論的には二つの多変

量の同時正規性を仮定したときに相互情報量を最大にす

る特徴抽出法になっている． しかしながら，多変量間

に非線形性の強い関係が存在する場合には必ずしも有効

に働くとは限らないという問題点をもつ．

一方，数年前に Vapnik らによって提案されたサポー
トベクターマシンはパターン認識の問題に優れた能力を

発揮し注目されるようになった [8]．そこで用いられて
いる手法の中でカーネル法 (カーネルトリック)は，識
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別だけでなく他の線形手法にも適用可能な汎用手法であ

り，線形回帰モデルを拡張したカーネル回帰，主成分分

析を拡張したカーネル PCA などが提案されている [6]．
そこで本稿では，正準相関分析にカーネル法を適用し，

多変量のペアに対しても適用可能な解析手法を導く．ま

た，カーネル法は高次元化に基づく手法であるゆえ，過

学習を起こしやすい．そこで，サポートベクターマシン

を始めとする種々の方法ではマージン最大化などの正則

化法 (あるいは Bayes 法) を用いて complexity の調節
を行っている．本稿でも，有効で計算が容易な正則化法

について検討を行う．

2 正準相関分析
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図 1: 正準相関分析

正準相関分析は，Hotellingによって 1935年に提案さ
れた多変量解析手法である [3]．2 つの多変量 x ∈ Rnx

と y ∈ Rny をそれぞれ線形変換して，その間の相関係

数ができるだけ大きくなるような空間を求める手法であ

る (図 1)．ここでは簡単のため x と y の平均は 0 であ



るとし，移す空間の次元を 1 として定式化すると，

u = 〈a, x〉, (1)

v = 〈b, y〉, (2)

という変換により，相関係数

ρ =
E[uv]√

Var[u]Var[v]
, (3)

ができるだけ大きくなるような変換 a, b を求めたい

(〈a, x〉 は内積を表す)．ただし，スケーリングの自由度
を消すために

Var[u] = Var[v] = 1, (4)

という制約を置く． a と b は一般化固有値問題の最大

固有値に対する固有ベクトルとして得られる．2 次元以
上の空間に移す場合には 2 番目以降の (非 0 の)固有値
に対する固有ベクトルを取ればよい．

正準相関分析が情報論的に重要なのは，x と y が同

時正規分布に従う時に，それらの間の相互情報量を最大

にするような変換を求めているという性質である．その

ような仮定が満たされていない場合でも，正準相関分析

は有効な解析手法として用いられるが，回帰が目的の場

合は相関係数が小さいと使い物にならない．相関係数が

小さいとき，具体的には次のようないくつかの場合が考

えられる．

1.正規性の仮定は満たされているが，本質的に x と

y の間には関連性が薄い．

2.正規性の仮定が満たされていないが，x と y には

(非線形な) 強い関連性がある．
3.正規性の仮定も満たされておらず，x と y の間に

も関連性がない．

このうち，1 番目と 3 番目の点に関してはこれ以上改善
できる余地は少ない．しかしながら，2 番目のように，
正準相関分析では現われない何らかの関連性があると考

えられる場合には何らかの手段によって関連性を顕在化

できると考えられる．一つの立場は，変換に非線形性を

許すというもので，Asoh らが提案したニュ－ラルネッ
トワークを用いた非線形正準相関分析がある [4]． しか
し，この学習モデルは学習に要する時間がかかるという

問題点があった．本稿では，カーネル法を適用すること

によって，非線形に拡張しながらも，線形手法を適用可

能にし，学習の計算量を低減化することを目指す．
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図 2: カーネル正準相関分析

3 カーネル正準相関分析
まず，x と y をそれぞれ Hilbert 空間の元 φx(x) ∈

Hx, φy(y) ∈ Hy に移す． それらを Hilbert 空間の元
a ∈ Hx, b ∈ Hy によって線形変換し，

u = 〈a, φx(x)〉, (5)

v = 〈b, φy(y)〉, (6)

を相関係数が最大になるようにする．

今 x と y の学習サンプル {(xi, yi)}N
i=1 が与えられ

ているとしよう．u と v との相関係数を最大とする a

と b は Lagrangean

L0 = E[(u − E[u])(v − E[v])]

−λ1

2
E[(u − E[u])2]

−λ2

2
E[(v − E[v])2], (7)

の停留解として与えられる．ただし，このままでは φx

等の次元が高い場合に不良設定となるので，2 次の正則
化項を導入し，

L = L0 +
η

2
(‖a‖2 + ‖b‖2), (8)

を解く (η は正則化パラメータ)．ここで，u の期待値が，

E[u] =
1
N

∑
i

〈a, φx(xi)〉, (9)

また，uv の期待値が

E[uv] =
1
N

∑
i,j

〈a, φx(xi)〉〈b, φy(yi)〉, (10)

で与えられることなどに注意すると，L を a で微分し

た値が 0 であるという条件から，

a =
∑

i

αiφx(xi), (11)



という形に書ける (αi はスカラー)． すると，

u =
∑

i

αi〈φx(xi), φx(x)〉, (12)

が得られる．従って，uは Hx 上の内積だけで定義され

る値である．さて，カーネルトリックでは，φx を経由

することなしに，φx(x1) と φx(x2) の間の内積を計算
できるような関数 kx(x1, x2)が存在するような φx を採

用する (φy についても同様である)．実際には，φx の陽

な形は知る必要がないので，まず簡単に計算ができるよ

うな kx を適当に選び，それが内積の形に分解できるか

どうかを判定する．Mercer の定理によって，正定値で
あるような kx を選べば内積の形に分解できることがわ

かっているので，そのようなカーネルを用いればよい．

カーネルを用いて L を書き直そう．まず， α = (α1,

. . . , αN)T, β = (β1 , . . . , βN )T とし，カーネルを並べ
た行列を

(Kx)ij = kx(xi, xj), (13)

(Ky)ij = ky(yi, yj), (14)

と定義しておく． すると，L は，

L = αTMβ

−λ1

2
αTLα − λ2

2
βTNβ (15)

という形に書ける． ここで，

M =
1
N

KT
x JKy, (16)

L =
1
N

KT
x JKx + η1Kx, (17)

N =
1
N

KT
y JKy + η2Ky , (18)

J = I − 1
N

11T, (19)

1 = (1, . . . , 1)T, (20)

また，η1 = η/λ1, η2 = η/λ2.
η > 0ならば，Lおよび N はほぼ確率 1で正定値対称

行列となり，また，制約条件を考慮すると λ1 = λ2 = λ

となるので，最終的に

Mβ = λLα, (21)

MTα = λNβ, (22)

という一般化固有値問題を解くことにより，α, β が求

まる．具体的には一般化固有値問題のパッケージを用い

るか，L および N の Cholesky 分解などを用いて解く
ことができる．

4 計算機実験

4.1 実験 1

学習データとテストサンプルを独立かつランダムに以

下のように作成した．まず，[−π, π] 上の一様分布から
θ を生成し，2 次元の x と y を以下のように作成した．

x =

(
θ

sin 3θ

)
+ ε1, (23)

y = eθ/4

(
cos 2θ

sin 2θ

)
+ ε2. (24)

ただし，ε1, ε2 は標準偏差 0.05 の独立な正規ノイズを
二つ並べたベクトルである．

学習サンプル数 40, テストサンプル数 100 で学習を
行った結果を示す．まず，正準相関分析を行った場合の

x–y 散布図を図 3 に示す．特徴量の間の相関係数は次
のようになっている (かっこ内はテストサンプルに対す
る値)．

v1 v2

u1 0.71 (0.40) 0.00 (0.09)

u2 0.00 (0.00) 0.27 (0.19)

続いて，同じデータセットに対してカーネル正準相関

分析を適用した結果の x–y 散布図を図 4 に示す．ここ
ではカーネルとして，x についても y についてもガウ

スカーネル

k(x1, x2) = exp(−‖x1 − x2‖2

2σ2
), (25)

を用いた． パラメータは，η = 1.0, σ = 1.0 に取った．
特徴量の間の相関係数は次のようになっている (かっこ
内はテストサンプルに対する値)．

v1 v2

u1 0.98 (0.95) 0.00 (0.02)

u2 0.00 (0.02) 0.97 (0.93)

カーネル正準相関分析の場合は第 3 成分以降の相関も
存在するが，ここでは第 2 成分まで示した．

4.2 実験 2

次に，はじめに述べたマルチモーダルのパターン認識

の学習を想定し，以下のような学習セットを作成した．

まず，学習サンプルは，[0, 1]2 上の一様乱数で x と

y を独立に生成し対応づけた． 各学習サンプルがクラ

ス中心に相当する．テストサンプルは等確率で選んだ学
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図 3: 実験 1，正準相関分析の x–y 散布図． 番号は θ

を昇順に並べた学習サンプルの通し番号

習サンプルに，標準偏差 0.05 の独立な正規ノイズを加
えて作成した．

学習サンプル数 (クラス数) 10,テストサンプル数 100
で学習を行った結果を示す．

まず，正準相関分析を行った x–y 散布図を図 5 に示
す．特徴量の間の相関係数は次のようになっている (かっ
こ内はテストサンプルに対する値)．

v1 v2

u1 0.40 (0.44) 0.00 (−0.10)

u2 0.00 (−0.05) 0.13 (0.19)

続いて，同じデータセットに対してカーネル正準相

関分析を適用した結果の x–y 散布図を図 6 に示す．こ
の場合もやはりガウスカーネルを用い，パラメータは，

η = 0.1, σ = 0.1 に取った．特徴量の間の相関係数は次
のようになっている (かっこ内はテストサンプルに対す
る値)．

v1 v2

u1 0.97 (0.90) 0.00 (0.04)

u2 0.00 (0.01) 0.95 (0.88)
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図 4: 実験 1，カーネル正準相関分析の x–y 散布図．番

号は θ を昇順に並べた学習サンプルの通し番号

5 まとめと課題

5.1 カーネル法と正則化

正準相関分析にカーネル法の考え方を導入したカー

ネル正準相関分析を提案した． サポートベクターマシ

ンと同様に，その本質はカーネル法による線形モデルに

よる非線形性の実現と，正則化項の導入によるオーバー

フィットの防止にある．

一般に正則化では，正則化パラメータの設定が重要に

なる．さらに，どのようなカーネルを用いるか (本稿の実
験ではガウスカーネルの分散の設定)も結果に影響を与
える．本稿で行った計算機実験では，これらのパラメー

タを実験者がが適当に決めたが，よりシステマティック

な方法として，クロスバリデーションのようなリサン

プリング法やMackay による Laplace 近似による経験
Bayes 的なアプローチが考えられる [7]．これらの計算
には一般に反復的なアルゴリズムが伴い，学習に時間が

かかることと，ローカルミニマムなどの問題が生じる．

これらは今後の課題である．

正則化項としては，本稿で導入した 2次の正則化項を
入れるほかに，‖α‖2 や ‖β‖2 などを導入することが考

えられ，以下で述べるカーネル判別分析においてもこの

ような正則化を行っている．アルゴリズムとしては，N

や L といった行列に単位行列の定数倍が足し合わされ

た形となり，計算量が増えることはない．しかしながら，
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図 5: 実験 2，正準相関分析の x–y 散布図． 番号は学

習サンプルの通し番号

本稿の計算機実験のデータセットでも試みたが，‖a‖2 の

正則化だけを行った場合と本質的に違いが見られなかっ

た． これについては，より多くの実験例を必要とする

であろう．

5.2 カーネル判別分析との関係

次に，正準相関分析と関連が深い判別分析について述

べておく．判別分析はパターン認識のための多変量手法

で，クラス内分散を最小にし，クラス間分散を最大にす

るような空間への写像を与える．これは，正準相関分析

の特殊な場合とみなすことができる． 判別分析に対し

てカーネル法を適用したものとしてMika らの研究 [5]
があるが，カーネル法を適用すると，判別分析と正準相

関分析の間の包含関係は成り立たなくなる． すなわち，

カーネル正準相関分析では，y をカーネルで非線形変

換するが，カーネル判別分析では y についてはそのま

まにしておく点で異なっている．ただし，定性的な性質

として，どちらの方法でも通常の正則化の入れ方ではス

パースな表現が得られにくいという特徴があり，これは

計算量的には不利な場合があり得る． 従って，スパー

ス性を評価基準として採用することも考えられる．

5.3 情報論的観点からの課題

著者らは正準相関分析に情報論的な考え方を取り入れ

拡張したマルチモーダル独立成分分析を提案した [2]．そ
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図 6: 実験 2，カーネル正準相関分析の x–y 散布図．番

号は学習サンプルの通し番号

の変換は線形に限られているため，本質的に非線形な変

換で得られた多変量同士からは適切な特徴抽出ができな

いことがあった．しかしながら，相互情報量を用いた評

価基準はより一般的であり，これをカーネル正準相関分

析に取り入れられないだろうか．

これに対する答えは与えられたデータの性質によって

有効な場合とそうでない場合があるように思える．まず，

本稿で行った計算機実験のように，比較的ノイズが少な

い場合には正則化パラメータを小さな値にして，相関係

数がほぼ 1 に近くなるのが望ましい状態である． この
状態ではマルチモーダル独立成分分析による改善はあま

り期待できない． なぜなら，相関係数が 1 に近いとい
うのは高い相互情報量である十分条件になっているから

である．一方で，ノイズが大きくて正則化パラメータを

大きな値に設定した方が望ましい場合には，相関係数は

低くなるので，そのままマルチモーダル独立成分分析が

有効に働く可能性がある． しかしながらこの場合は通

常の正準相関分析で十分であることも多いので，有効性

には疑問が残る． ただし，x から y への写像が多価関

数になっているような問題 (例えば複数属性概念の学習
[1])では，ノイズは小さいが，相関係数が低くなる場合
と考えられるので，検討の余地はある．

そこで，ノイズが小さい場合について更に考えてみよ

う． 計算機実験の結果を見ると，相関係数は 1 に近く
ても，サンプルの分布が数ヶ所に固まってしまっていて，



u から v への回帰には成功しても，x から y への想起

は必ずしもうまくいくとは限らない． そこで，できる

だけ u や v の空間では分布がばらけていた方が望まし

い． より情報論的な見方をすれば最もエントロピーが

高くなるような空間に移す方がよいのではないかという

仮説が立つ． 平均と分散を固定した場合に最大エント

ロピーを実現するのは正規分布の場合だから，正規分布

に近い場合に小さな値を取るような損失関数を設定し，

それを小さくするように学習を行えばよい．例えば 3次
や 4 次のキュムラントをできるだけ 0 に近くすればよ
い．これは射影追跡や独立成分分析とはむしろ逆の立場

であるが，それは可視化を主な目的としたこれらの手法

と，回帰を目的とした正準相関分析の差であると考えら

れる． また，ノイズが小さいという仮定も異なってい

る．これについては，前節でのスパース性の基準とも絡

み，今後の検討課題である．
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