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�� は じ め に

本報告では正則化法に基づくニューラルネットの学習法を提案し� その評価を行なう�

ニューラルネットは確率的に発生する経験データをもとに自己組織的な学習を行なうシステ
ムである�

ここで� 学習というのは期待損失 ��������	 
��
�

���� �
�

���� ��� ����� ���

を最小とするようなパラメータ � を経験データをもとに推定する問題であると言うことができる
�������� ここで � ��� はデータ � の従う未知の確率分布であり� ���� �� は損失関数 �またはポテ
ンシャル関数�とよばれ� 例えば � � ����� として������ � �� � ������ というようなものを考
える ����� は � の関数��

一方� ニューラルネットは十分多くの素子を使えば任意の関数を近似する能力を持っているこ
とが知られていて� 目的の関数は十分大きなサイズのネットワークを使えばいくらでも高い精度
で実現可能である ����

しかし実際には � ��� は未知だから ���� を直接評価することはできず� 有限個の経験データ
だけを使って評価しなければならない� そこで通常は ���式の代わりに 	個のデータ �
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が得られたときの経験損失 �����
���� 
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�
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を最小化することになる� ところが一般に経験損失の最小化と期待損失の最小化は一致せず� ネ
ットワークの能力が高ければ高いほど経験データだけにオーバーフィットした不安定な関数が得
られてしまい� 未知データに対する能力は逆に低下してしまうという問題が生じる �過学習 ある
いは 汎化性の欠如�� この問題を避けるための方法として� ネットワークの大きさや構造を限定し
て� 実現できる関数の族を限定することによって汎化性を高めるという� いわゆる統計的なモデル
選択法がある�

本報告では� 経験損失を最小化するのではなく� � ��� をデータから推定することによって期
待損失を最小にする問題を考える� 一般に有限個のデータから確率密度関数を決める問題はいわ

�



ゆる不良設定問題 ���������	 �
������であり� 解が安定ではない� そのため本手法では正則化
�
�����
��������を行なうことによって解を安定化させる� 直観的に言えば� 正則化法とは� 少な
いデータしか得られない場合でもデータ点のまわりでぼかしを行なうことによって確率密度関数
を推定するという方法である�

�節ではまずネットワークのモデル選択の従来手法を概観し� その性質を明らかにする� �節で
は正則化法を用いた確率密度関数の近似法について述べ�  節でそれを用いた学習法を具体的に構
成し� その評価を行なう�

評価法としてはパラメトリックに行なう �真の関数がモデルの中に入っていると仮定する�か�

ノンパラメトリックに行なうかという選択が考えられる� 複雑な現実問題を解く場合にはモデル
を立てるのが困難なことが少なくないという考えから� 本報告では主としてノンパラメトリック
な立場をとることにする�

�� ネットワークのモデル選択

本節ではネットワークの大きさや構造を限定することによって汎化性を持たせる従来方法に
ついて概観する�

この立場は経験データに最もよく当てはまるようなネットワークのうちできるだけ能力の低
いもの� つまり高い汎化性をもつものを選ぶことによって最適なネットワークのサイズを決定し
ようとするものであり� 「けちの原理」として説明される�

種々の評価基準が統計などの立場から提案されているが� 代表的なものとしては

� 情報量基準に基づく !"#�!
��
�$� "�%�
������ #
���
���� や&'(�&������ '���
������

(����) �
��������を用いるもの �*��� �����

� +# 次元を用いて汎化性を評価するもの ���� � ����

などがある�

情報量基準に基づくモデル選択法の特徴は� パラメトリックな立場から最尤推定を行なうとこ
ろにある� !"# と &'( との差は� 問題設定の違いである�

和田・川人は必ずしも最尤推定量が得られないという状況のもとでの新しい情報量基準を導出し�


��������� 手法と組み合わせることによるモデル選択法を提案している �� ��

+# 次元は ,���� -������
 によるネットワークのモデル選択法の提案 ���以来注目されて
いる方法である� +����
 らはノンパラメトリックな立場で� 経験損失が期待損失にどれぐらい
近いかを非常に一般的な場合に対して評価した ����� このとき出てきた概念が +# 次元である
�!����	�� !参照�� しかしながらこの評価は相当ゆるく� 直接モデル推定に用いるのは現実的で
はないと考えられる�

このほか甘利� 藤田� 篠本はパラメトリックな立場で� 平均誤り率を種々の問題設定に対して
評価した ����

いずれの手法も現時点でのモデル選択法は� 基本的に

� いくつかのネットワークについて学習を行ない� 評価値を計算する�

� 最も良い評価値を得るネットワークを選択する�

という �段階の構成になっており� 選択された以外のネットワークについての学習は無駄になっ
てしまう� また ,��
 �
���������などの学習では通常� モデルの構造が複雑になっていて� パラ
メータの個数の増減によって学習結果が大きく異なることが多く� それぞれのネットワークにつ
いての学習は独立して行なわなければならないのが普通である�

�



パラメータ数の削減を学習の中に組み込む方法もいくつか提案されているが ��.�� �/�など��一
般的な評価をするのが難しく� また上記のようにパラメータ数によって学習結果が大きく変化す
る問題に対しては有効性が必ずしも明らかでないなど問題も多く残されている�

�� 正則化法による確率密度関数の近似

本節では� 正則化法による確率密度関数の近似手法について述べる�

���� 正則化法

最初に述べたように確率密度関数の推定問題は不良設定問題である� 不良設定問題を解くの
に古くから用いられているノンパラメトリックな手法の一つが正則化法 �
�����
������� ���)�	�

である ����� 正則化法を確率密度関数 ����の推定に即して書けば次のようになる� 積分方程式
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を 	 個の経験データから解くことを考える ����� は ���� ���� %��������� 確率分布関数は経験
データから安定に近似できるが� それを直接上の積分方程式に入れて解いても不安定な解しか得
られない� そこで次の汎関数の最小化問題を考える�

��� 0�� � � � ���
 0� � � � 1 �2� 0�� � �

ここで � は関数距離� 2 はいくつかの条件を満たす汎関数で ���������
 といい� � は正の実定数で
正則化パラメータと呼ばれる� この問題は安定に解くことができて � の近似の度合いに応じて �

の値を十分ゆっくり小さくして行けば漸近的に 0� は 
� � � の真の解に収束することが知られ
ている�

���� 正則化法と����	
法

確率密度関数の推定に関して� 正則化法は次の 3�
���法 �または 4�
��� �5�� 	�����5 �����

������ ���)�	�と同値であることが知られている ����� 3�
���法とは確率密度関数 � ���に従っ
て現れる 	 個の経験データ�
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という関数で � ��� を推定する ��次元の場合�� ここで ���� は適当な条件を満たす関数であり�

�� は定数である� 正則化法との対応でいえば ���� は ���������
 に対応し� �� は正則化パラメー
タに対応する ��� は 	とともに増加する値である��

大ざっぱに言えば ���� によってサンプル点のまわりでぼかしを行なう手法である� この手
法ではぼかしのパラメータを決めることや真の確率密度関数への近さの評価をすることが重要な
ポイントとなる�これをうまく行なわないと結局� 過学習やぼかし過ぎの問題が生じる�

3�
��� 法では漸近的に最適な �� を経験データから決定することができる ��7�� その詳細な
結果は !����	�� , に示すが� その要点は

� � 次元の確率密度関数が � 階連続偏微分可能であるという仮定をおく ���/�式��

� ���� として適当な条件を満たすものをとる �����式� 8)��
�� ���

�



� すると真の関数と近似した関数との自乗誤差の期待値が評価できる �8)��
�� ���

� それをもとに漸近的に最適なパラメータ �� を決めることができる �����式��

ということである� 3�
��� 法を使った簡単な実験結果を図 �に示す� 実験では確率密度

����� �� 1 ���� ��

�

に従うデータを発生させた� ただし ���� ��� は平均 �� 分散 �� の正規分布をあらわす� また核関
数 ���� としては正規分布関数を用いた�

図 �� 3�
��� 法の実験結果9 上から順にデータ数 67� �77� /77 のグラフ� 実線9 真の確率密度:

点線9 3�
��� 法による近似: 横軸の下の短い線分9 各データ点の位置

�� 正則化法を用いた学習法

本節では近似された確率密度関数を用いたニューラルネットの学習とその評価について考え
てみる�

 



���� 損失最小化とその評価

本節では� 期待損失 ���� を最小化する立場から�データから推定された確率密度関数 0� ��� を
用いた近似関数

0���� �
�

���� �� 0� ����� ���

を最小化する方法を考える� 0���� はデータだけから決まる値だからこの最小化は原理的には可能
である� この最小化ができたとして� 真の期待損失にどれだけ近いかを評価しよう� これに関して
は !����	�� , の 8)��
�� �より容易に次の定理が導かれる �証明および詳細は !����	�� # を
参照��

������� �� � 次元の確率密度関数 � ��� はすべての変数に関して �階連続微分可能であると
し� 有界な定義域を持つとする� このとき適当な条件のもとで� 十分大きい 	に対して�

��0����� ������ � �	�������	�� �.�

ただし ; はサンプルに関する期待値

�� � � �
�
� �

�

� ��
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���

をとる� また � は ����� � ��� に依存して決まる定数である�

さてここで +����
 と類似の基準を用いることにして� 適当な � に対し�

����0�
�� ���
��
� � � �/�

を達成することが汎化性の基準であると考える� ただし 0�
 は 0���� を最小にする � であり� �


は ���� を最小にする � である� するとその十分条件として

��0���
�� ���
��
� 1�� 0��0�
�� ��0�
��

� �
�

�
�*�

が得られる� この式の左辺は 8)��
�� � の結果から評価できる�
0���� の最小化を反復的なニューラルネットの学習で行なうには� 例えば 0� ��� に従うサンプ

ルを疑似的に増加させればよい�

具体的なアルゴリズムとしては次のようなものが考えられる �簡単のために �次元の記法で書
く��

	アルゴリズムの例

�9 サンプルが 	 個あるとする ��

���
� 
 
 
 � �

���
��

�9 以下の "��""�� """� を繰り返す9

"� ランダムにサンプル �
���
をとる�

""� ����������
���
�� に従う疑似サンプルを

�つまたは数個作る�

"""� それらをもとに �少し�学習する�

ここで注意すべき点を列挙しておく�

� まず ��������� �
���
�� は ���� の選び方によって必ずしも確率密度関数とはならないこと

である� この場合には疑似サンプルの生成は近似的に行なうことになる�

6



� また """� の学習においてはローカルミニマムに落ちてしまうなどの問題を生じるためあま
り学習し過ぎないことが望ましい� しかし定量的には各学習アルゴリズムの特性に依存す
るのでここでは深入りしない�

� 学習の際に作り出す疑似的なサンプルの数を含めた数はネットワークの表現能力などに依
存した値になるはずである� これに関する評価はモデル選択における結果を使って議論す
ることができるであろう�

以上のことから� この方法が有効であるのは�

<学習は高速に行なえるけれども� 実際のサンプルをとるのが困難であったり� 非常に
時間のかかる場合 =

であると考えられる�

上記のアルゴリズムに従って行なった実験結果を示す �図 �> ��

サンプル 入力 � および出力 � はともに �次元で� �は �7� �� の一様分布に従い� 定数関数

� � 7
6

に分散 7�7� の正規ノイズを加えたものを出力サンプルとしてとった�

サンプルサイズ 上記のデータを 6 個生成した�

ネットワークの大きさ 入力層� 中間層� 出力層をそれぞれ ���7�� にとった�

学習法 正則化法による学習ではサンプルから �777 個の疑似サンプルを生成してそれにたいして
一括型の ,��
 �
��������� 学習を �7 ステップ行なうということを <� 学習ステップ =と
して� �77 学習ステップ行なった�

� 学習ステップに対応して� サンプルだけからの学習を �777 � �777 � �7�6 回� 一括型
,��
 �
��������� で行なった�

,��
 �
��������� 学習は加速を全く行なわない� 最も単純なものを使った� 最急降下の係
数は 7�6 とした�

評価 サンプルに対する平均自乗誤差および �7777 個のテストデータに対する平均自乗誤差で評
価を行なった�

結果 いろいろな乱数初期値に対して上記の実験を行なって� 各評価値をプロットしたのが図のグ
ラフである� 横軸が学習ステップ数をあらわし� 縦軸は値を対数目盛でとったものである�

曲線はそれぞれ�

� サンプル学習のサンプルに対する誤差 �下の実線�

� 正則化学習のサンプルに対する誤差 �点線�

� 正則化学習のテストデータに対する誤差 �鎖線�

� サンプル学習のテストデータに対する誤差 �上の実線�

をあらわす�

データには分散 7�7� のノイズを加えているので� 最適な関数に収束したとしてもテスト
データに対しては平均 7�7� 程度の自乗誤差が存在するはずである�

いずれの場合も� サンプル学習ではデータにオーバーフィットして汎化が行なわれていない
ことがわかる� 正則化学習ではサンプルに対する誤差もテストデータに対する誤差も 7�7�

付近で振動していて� 汎化されていることがわかる� 振動の原因は新しい疑似サンプルを
次々と作り出しているからであると考えられる�

�
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図 �� 期待損失最小化アルゴリズムの実験結果 ���9最も典型的な収束例� 問題が簡単なのでサン
プル学習は比較的速く収束することが多い�

.
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図 �� 期待損失最小化アルゴリズムの実験結果 ���9 サンプル学習が途中から急に学習が進んで
それとともに汎化能力が落ちている�

/
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図  � 期待損失最小化アルゴリズムの実験結果 ���9 サンプル学習がローカルミニマムに落ちて
いる

*



���� ����	
 法をシミュレートする回路網

前節とは異なるアプローチとして出力を確率密度関数と考えて� 3�
��� 法をシミュレートす
るようなネットワークを考えることができる �図 6��
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図 6� 3�
��� 法をシミュレートする回路網

�つの ?素子が �サンプルに対応していて�  番目の入力から !番目の ?素子には ����������
��
���

�� � � �� � � � � �� なる入力が入ってくるとする� 3�
��� 法に対しては 8)��
�� � によって評

価できる�

この回路そのものは� いわゆるニューラルネットの枠組の外にあり� 例題の数に比例した多く
のハードウェアを必要とするなどの欠点を持つ一方で�

� モデル選択が不要である

� 反復的学習が不要である
などの利点を持つ�

�7



従ってこの方法が有効であるのは

<問題が難しくて通常の反復学習では非常に時間がかかる一方� 得られる例題の数は
少ないような場合 =

であると考えられる�

���� 教師あり学習

さて� 前節では入力をデータそのものとし� 出力をそれに対する確率密度関数と仮定した� い
わゆる教師なし学習の場合はまさにこの枠組に属している� 一方通常の教師あり学習ではデータ
の一部 �例えば � � ��� �� のうちの ��が与えられた時に � を出力するようなシステムを求めた
いわけであるが� 前節で述べた回路は直接的にはそのような形をしていないため� 若干の工夫をす
る必要がある� 本節ではそれについて述べる�

������ パターン識別問題の場合

パターン識別の問題の場合は� データがクラスという属性を持つが� それは離散的な値をとる
ので 3�
��� 法のようにぼかしを行なうことが適当でないと考えられる� この場合はクラスの属
性とデータ点の属性を分離して考えなければならない�

前節で述べた回路をパターン識別問題に応用することを考えてみよう� ,�5��的な決定則を考
え� � �"��� を最大にする " を出力することにすれば� 与えられた � に対して�

� �"��� � � �"�� ���"� ��7�

を最大にするクラス " を出力するような回路を構成ればよい� � �"� としては例えば経験頻度
0� �"�を使い� � ���"� を計算するために各 " について前節に述べた回路を用意する� 最後に各回
路の出力に重み 0� �"� をかけて最大値をとればよい�

����
� 回帰の問題の場合

回帰の問題を非常に一般的に言えば� �� � が連続値をとる場合に�入力 � に対する出力 � を推
定する問題ということができる� � は確率変数だから平均値 � � を出力することにする�

すると� 求めるものは

� � �
�

�� ������� �

�
�� ��� ����

� ���
����

と書け� � ��� ��� � ��� としては 3�
��� 法から近似される密度関数を用いることにすれば�

� � � 0� �

�
� 0� ��� ����

0� ���
����

となる� 具体的に書き下せば �� が �次元の場合��

0� �
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となる� ただし �� は �次元データ �� � に対するパラメータ値� ��� は �次元データ � に対するパ
ラメータ値であり� いずれもこの場合定数として計算した�

�� 考 察

� 本手法と関係の深い手法として �����)��� ������ の分野がある �6�� 本手法が確率密度
の推定を中心としているのに対し� �����)��� ������ は回帰関数の推定が中心であるとい
う点で若干問題設定が異なってくるが� どちらも正則化法の枠組でとらえることができる�

@����)��� ������ では通常 ����
�����	 �
����A���	����� と呼ばれる 
��������� 手法を用
いた精密な評価によってパラメータを決定する� 本報告では� できるだけ容易にパラメータ
を決定するためにデータにほとんど依存しないパラメータ決定法を選んだが� より精密なパ
ラメータ決定が必要な場合には 
��������� 手法をとり入れることも考えられる�

� 8)��
�� � および 8)��
�� �の評価はデータの次元が上がれば上がるほど悪くなる� 従っ
て本手法では生データから有効な低次元特徴量を抽出することが重要な問題となる�


� む す び

本報告では通常のモデル選択法と異なるアプローチから汎化を行なう手法として正則化法に
基づく方法を提案した�

より精密な評価や手法の改良� 実際の問題に対する有効性を示すことなどは今後の課題として
残されている�
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���	
��� �� ���
�� による汎化性の評価

+����
 は期待損失 ���� を経験データをもとに最小化する問題を扱った�

���� の最小化の代わりに� 	 個のデータが得られたときの経験損失 ������� を最小化する� こ
のとき �������を小さくすると同時に� $� � を適当に決めて

3
��������� ���
� % $� � � �� �

にしたいというのが +����
 による汎化性の基準である� ここで ���� は経験損失 �������を最小
にする � であり� �
 は期待損失 ����を最小にする �である�

+����
 は以下に述べるような方法で �� �式の左辺を上から押さえている�

� �� �式の十分条件である�

3
����
�
������ �������� % $

�
� � � ��6�

を �� �式のかわりに評価する�

� 上式の左辺は
� 3
����

�
��������� � ��������� % $

 
� ����

で上から押さえられる �ただし ���������は互いに独立な実験でそれぞれ 	個の経験デー
タからなる�� これによって � ��� に関する積分の評価を避けている�

� 一般に変数 � に関して

���� �
�
��	

�� �
 は � のすべての場合� ��.�

が成り立つから ����式の ���をすべての場合の数に関する総和でおきかえる� �この部分
が最もゆるい評価になっていると考えられる�

最後の評価における「場合の数」をさらに上から評価するために導入されたものが +# 次元
であり� 定性的には表現力の高い関数族ほど場合の数は大きくなるから期待損失と経験損失との
差は大きくなる �通常は +# 次元は �分割問題にしか適用できないような言い方がされるがもっ
と一般的に定義されている�� モデル選択の立場からみれば� 経験損失そのものの大きさと� 経験
損失と期待損失との差との間のトレードオフによってモデルのサイズを最適に決めることができ
るように思えるが現時点では評価が非常にゆるい評価によってしか与えられていないので現実的
なモデル選択には適用できないと考えられる�

しかし� ノンパラメトリックな枠組での評価としては他には見られない結果であり� 計算量の
オーダー評価など理論的な応用は十分にある�

���	
��� �� ����	
 法におけるパラメータ決定法

3�
��� 法では漸近的に最適な �� を経験データから決定することができる ��7�� 以下ではこ
の結果を述べる�

ここでは � 次元の確率変数 � � ���� 
 
 
 � ��� の確率密度関数を考える� 確率密度関数に対す
る仮定として� � ��� は

&� 9 すべての �� に関して '��� 級関数の集合 ��/�

� 



に属するとする� ���� を 	 個のサンプルデータ�
���

� 
 
 
 ��
���
を使って

����� ��� �
�

	

��
���

��
���

��������� ���
���

�� ��*�

で近似するのが �多次元の� 3�
��� 法である�

評価関数として
(��� ��� � ������� ���� ������ ��7�

をとる� ここで ; はサンプルに関する期待値

�� � � �
�
� �

�

���
���
���

���

をとる�

また核関数のクラスとして

)� 9 ����>����式の条件を満たす関数 ���� の集合 ����

を考える� たとえば正規分布の分布関数は )� に属している�

���� � ������
�

������ � �� ����

��� ������ � 	� �����
������ � 7 � � �� � � � � �� ��� �� �

� �
�

�������� 
� 7� ��6�

�
���������� � 	
 ����

このとき次の定理が成り立つ�

������� 
� ���� � &�� ���� � )� なら�

(��� ��� � ���
	
������ ��� 1 �����

��

��L��
�

��
���

*�
� �����

�
 ��.�

ただし

*�
� ���� �

*�� ���

*��
�

� ��/�

���� �
�

�������
 ��*�

また � � + は ��+ 
 � �	 
	�をあらわす�

この定理から (��� ��� を最小にする ���� �
�� が �����に依存して�次のように決まる�

�
� � '���	� � � �
�

�� 1 �
��7�

ただし

'��� �

�
����

��L��������
�
�

� *
�
� �����

�

� ���

��

 ����
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このとき ( ��� �
�� � ,�	�������	���となる�

実際には ���� は未知だから '��� を何らかの意味で近似しなくてはならない� ここで用いる
手法は '��� の中の ���� を ����� で近似するというものである� そのために数列 �-�
��� �+�� を
考える�

�-�

� 9 ,�	�� ����

�-�
�� 9 ,�	��� � � �� � � � � ��� ����

�+�� 9 +� 
 7 �	 
	�� 	+� � ' % 7
 �� �

この数列を用いて '��� を次のように近似する�

0'��� �

�
����

��L��������
�
�

� *
�
� ����� -�
���� 1 +�

������ -�

��1 +�

��

 ��6�

すると �
� の近似として
0�
���� � 0'���	� 
 ����

が得られ� 次の定理が成り立つ�

������� �� 8)��
�� � の条件に加えて� ���� は有界可積分な � 次導関数をもち
�

����������� � 	� ��.�

����� � �
��

���

����� 1
��

���

�
��

���
� ���

�������
��������� ��/�

に対し� �7�	�� における非増加・可積分な優関数が存在するとする� このとき� ���� で定義され
る 0�
� に関して次式が成り立つ�

(� 0�
�� � (��
�� � ,�	�������	���
 ��*�

���	
��� �� ��	��	� � の証明

� ��� は有界な定義域を持つとする�つまり� 集合

�� � � ��� % 7 または 0� ��� % 7� � 7�

が有界集合 � に属しているとする�

. � ��0����� ������

� ��
�
�

���� ��� 0� ���� � ���������� � ��

とおくと� #���)5�@�)H�
� の不等式および積分の交換操作により�

. �
�
�

����� ����
�
�
�� 0� ���� � ��������
 � ��

右辺の第 � 因子は ��7�式� 8)��
�� � および 8)��
�� � により評価できる�従って�

. � �	�������	�� � ��

��



となる�ただし

� � �� 1 ���
�
�

���� �����

�
�
�
�����
��

� ��������
�

�L
�

�

�
�

*�
� � ���������
 �  �

� は ����� � ��� に依存し� 	 には依存しない� M�;�'�

さらに � 7�で定義される集合が有界ではない場合を考えてみる�

�
��

� 0� ����1 � ����� � /�	�������	��� � 6�

を満たす � で有界なものをとることは常にできる� 一方このとき�
�

���� ����� � ��

は一般に 	 の関数 0�	� になるが� 0�	� ができるだけ小さくなるように� をとることにする� す
ると � が �� の上で有界であれば�

. � ,�0�	�	�������	��� � .�

となる�

いずれにしても評価式には �
���� ����� � /�

という項が含まれ� � � �� � ���� ���� のとき� 関数 � の形に依存する項である� これの意味はあ
まり明確ではないが�モデル選択法の解析で出てくる� パラメータの数とか � の表現能力といった
ものとは無関係であるように思われる� その根拠はパラメータの数が少なかったり表現能力が小
さかったりしても上の式を大きくするような場合があるからである�
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