
日本神経回路学会 2008年 9月

メキシカンハット型相互作用が時間変化する系の統計力学
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Abstract— We derived the saddle point equations
of time dependent interaction of mexican-hat type by
usnig the replica analysis method. The interaction is
driven by the Langavin equation including Hebb learn-
ing of spins. Analytical results show that the dual sta-
ble phase of localized and ferromagnetic becomes more
stable with the learning.
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1 時間的に変化するメキシカンハット型相互作用

メキシカンハット相互作用は側抑制のモデルであり、

濱口ら [1] が統計力学の手法であるレプリカ法を用い
て詳しく解析した．本文では全結合のイジングスピン

ニューラルネットワークの相互作用がメキシカンハット

相互作用で、相互作用がスピン変化に対して十分ゆっ

くり変化する場合の統計力学 (パーシャルアニーリング
[2]．)を議論する．相互作用 J = {Jij}は次の確率微分
方程式に従って時間変化する．

τ
dJij
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√

τ
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ここで< σiσj >spはスピン σj，σjに対するへブ則を表

す．< · · · >spは相互作用Jij(t)を固定したときのスピン
についての温度Tでの熱平均を意味する．εはヘブ則の強

さを表す．ε = 0では濱口らのモデルに一致する．ηij(t)
はランジュバンノイズであり，分散は< ηij(t)ηkl(t′) >=
2T̃ δikδjlδ(t − t′), i < j, k < l である．T̃ = ˜β−1 はノイ

ズの温度に相当する．Kij はメキシカンハット型相互作

用であり，Kij = K0/N + K1/N cos(θi − θj)である．
スピンの位置 θiは θi = (2πi)/N − π, (i = 0 ∼ N − 1)
と等間隔であり，θi ∈ [−π, π)のような周期境界条件を
課す．スピン σi は {-1,1}の 2値を取る．

2 レプリカ解析

実行ハミルトニアンHを
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β
lnZβ −
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KijJij +
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2
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ij (2)

とすると、式 (1)は
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と書ける．このランジュバン方程式の平衡状態はボルツ

マン分布型で与えられ，分配関数 Z̃β̃ と自由エネルギー

F̃β̃ で特徴付けられる．そこでこの平衡状態に注目する．

実行ハミルトニアンに対する分配関数 Z̃β̃ は
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∫

dJ exp(−β̃H)

=
∫ ∏

i<j

√
Nµβ̃

2π
dJij

Zn
β

× exp

β̃
∑
i<j

KijJij −
β̃Nµ

2

∑
i<j

J2
ij

 (4)

となる．ここで、Zβ は

Zβ = exp(−βH) = exp(−β
∑
i<j

Jijσiσj) (5)

であり，T = β−1はスピンの温度である．このように，

スピン σと相互作用 J の変化は，それぞれ異なる逆温

度 βと β̃で特徴付けられる．つぎに式 (4)をレプリカ法
で解く．レプリカ対称性を考慮すると、鞍点法により，

自由エネルギー F̃β̃ を最小にする巨視的変数の鞍点方程

式が求められる．
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∫ π
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2π

∫
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(6)

m1 =
∫ π
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2π
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ここで Ξ = J
√
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µ m1 cos(θ−ϕ), n = εβ̃/β,
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√
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√
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S , ϕ = tan−1(mS/mC)，

Dz ≡ dz√
2π

exp(− z2

2 )である．また，鞍点での巨視的変
数は m0 =

∑
i σi/N，mC =

∑
i σi cos θi/N，mS =



∑
i σi sin θi/N，q =

∑
i σα

i σβ
i /N となる．α，βはレプ

リカ指標である．レプリカ法ではレプリカ数nは n → 0
とするが，本手法では nが有限であることに注意する．

3 解析結果

次に鞍点方程式 (式 (6),(7),(8))を数値的に解いた結
果を図 1に示す．スピンの温度は低温から高温へと変
化させた．図で横軸はスピンの逆温度K1，縦軸は巨視

的変数 m1 である．．パラメータは K0 = 0，K1 = 1，
µ = 1，β = 1.0, β̃ = 10とした．従って、ランジュバ
ンノイズは非常に小さい．ε = 1.0 のときを「学習」，
ε = 0.0のときを「学習なし」とした．図中の実線は安
定解，点線は不安定解である．安定解は反復法を用い

て、不安定解はニュートン法を用いて求めた．
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図 1: 巨視的変数m1 の温度依存性と相転移温度

図より，m1 が有限の値をとる局在相 (L 相，m1 6=
0, q 6= 0, m0 = 0) から m1 が 0 となるパラ相 (m1 =
m0 = q = 0)への相転移は学習なしでは 2次であるが、
学習を行った場合は 1次になった．局在相からパラ相へ
の相転移温度は、学習なしでK1 = 2.0であるが、学習
を行うと K1 = 1.48と高温側にシフトした．また，学
習なしの場合は安定解しか現れないが，学習を行うと

K1 = 2 からK1 = 1.48の間で不安定解が発生すること
がわかった．なお，巨視的変数m0に対しても同様の結

果が得られた．

次に図 2(a)にK0 = 3.0に固定してK1を低温 (K1 =
5) から高温 (K1 = 0) へ変化したときの結果，(b) に
K1 = 5.0に固定して低温 (K0 = 5)から高温 (K0 = 0)
へ変化したときの結果を示す．各図の縦軸は，上から q，

m0，m1である。横軸はK0 = 3.0の場合は逆温度K1，

K1 = 5.0の場合は逆温度K0 である．図中で実線は学

習なし，点線は学習ありの結果を示す．図 (a)で学習な
しの場合，K1 > 3.7では局在相，K1 < 3.7では相転
移してフェロ相 (q 6= 0,m0 6= 0,m1 = 0)となった．ま
た、図 (b)では K0 > 1.3ではフェロ相，K0 < 1.3で
は相転移して局在相となった．一方、学習ありの場合、

相転移温度はK1 = 3.1，K0 = 0.81となったことから，
学習により相転移温度が高温側にシフトすることがわ

かった．
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図 2: 巨視的変数の温度依存性

図 2 の結果を K0 − K1 平面にプロットしたのが図

3(a)である．図では巨視的変数の値でなく局在相を実
線で、フェロ相を点線で示した．図中の数字は相転移温

度を表す．図よりK0 = 3，K1 = 5の交点 (F+L)では
フェロ相と局在相が混在していることが分かる．次に系

の相図を (b)に示す．図中で”P”はパラ相，”F”はフェ
ロ相，“L” は局在相を表す．実線は学習なし，点線は
学習ありの結果である．図のようにこの系ではパラ相，

フェロ相，局在相，フェロと局在の混合相の 4つの相が
存在し，学習により混在相が拡大することが分かった．

今後はパラ相がスピングラス相になるランジュバンノ

イズの大きな場合 (濱口ら [1]が指摘)を解析する予定で
ある．
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(a) 図 2の相図
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(b) 解析した系の相図

図 3: 相図
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