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2階微分を用いたホモトピー法による脳磁界逆問題における連立代数方程式の

数値解法

The numerical solution of systems of algebraic equations arising in a

Magnetoencephalography inverse problem by using second

derivative of homotopy function.
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Abstract–We solved algebraic equations arising

in a MEG inverse problem by using normal homotopy

method. But to solve them, it is difficult to determine

two initial parameters. So, my aim is to solve only

one parameter. In order to realize it, I supposed ex-

tended homotopy method by using second derivative

of homotopy function.
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1 はじめに

磁場や磁場の空間高階微分の情報から発生する連立

代数方程式をホモトピー法で解いたわけであるが [5], ２

つの初期値のパラメタが必要になり, 逆問題の解を推定

するのには難がある. そこで, ２階微分を用いたホモト

ピー法が２変数でもかかった時間やホモトピーパスの追

跡や初期値から近い解の算出などにおいて有利な所が

あるので [6],今回は n変数 (双極子は 2個なので連立代

数方程式は 8本だから n = 8)までに拡張させて, 実際

に逆問題の解を推定できた (初期値を決めるパラメタが

ある程度の範囲内で)ので報告をする.

2 連立代数方程式の導出

まず, 頭部を表す領域 Ωを球と仮定すると, Ωの境界

における磁場の径方向成分は電流双極子が一様無限媒体

中に存在する場合の磁場の径方向成分に等しい [1]. そこ

で，Ωを単位球として規格化し，観測点が北極 (0, 0, 1)

になるような座標系 (x, y, z)をとる．北極点での磁場の

z成分は, ビオ・サバールの法則により
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で与えられる. ただし, N を双極子の数, rk =

(xk, yk, zk)
T

を第 k 番目の双極子の位置, mk =

(ak, bk, ck)
T
を双極子のモーメント, μを透磁率, ·|z を

·の z成分, dk = (xk, yk, zk − 1)T, dk = kdkkとし, k·k
はユークリッド・ノルムを表わすものとする. (1)より,

ck が消えることがわかる.

　ここで, 観測点において

γn =
1

(2n+ 1)!!

4π

μ

µ
∂

∂x
+ i

∂

∂y

¶n
Bz

δn =
1

(2n+ 3)!!

4π

μ

∂

∂z

µ
∂

∂x
+ i

∂

∂y

¶n
Bz

の形式の高階微分を考える. ただし, i =
√
−1とする.

空間微分は，等面積で逆巻きの 2つのコイルを各軸の

微分方向につなげたグラディオメータにより測定でき

る．高階微分に関しても，2,3階 [1, 2, 3]の空間微分を

計測するグラディオメータが提案されている. そこで,

γn, δn は観測量であり, 既知の量とする.

　結果として, 未知量 χk,ψk, pk, qk (k = 1, 2, · · · , N)に
関する次の連立代数方程式が得られる.
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である. ここで, χk,ψk, pk, qk の幾何学的な意味に

ついては文献 [4] を参照されたい. そこで既知の

量 γn, δn (n = 0, 1, · · · , 2N − 1) より連立代数方程式

(2),(3)を解いて, 未知の量 χk,ψk, pk, qk (k = 1, · · · , N)
を求めることにより, 双極子の位置やモーメントを同定

する問題を考える.



3 拡張ホモトピー法

3.1 新しい予測子法の提案

拡張ホモトピー法について説明する. ホモトピー関数

h(z, t) = (1− t)g(z)+ tf(z), z ∈ Cn,t ∈ [0, 1],解析的に

解ける関数を g(z), 求めたい関数を f(z)として, h(z, t)

をテイラー展開して, zに関して 2階の微分項を残して

おくと次の式ができる. 但し, Dzz は変数 zに関する 2

階の微分であるmは反復回数である.
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よりここで, dt(m) = 1とおいて, 平野法 [7]のアイデア

であ 2項近似を参考にすると 1階の微分の予測子 dz
(m)
1

は (4)を満たし, 2階の微分の予測子 dz
(m)
2 は (5)を満

たすことになる.
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よって, n変数系で考えれば (5)を満たす式は以下の様

に変形できる.
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とすれば, 次の (7),(8)を得る. ただし dt(m) = 1とし

た.
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2 階微分の成分について考える. (8) より,
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さ ら に 、2 乗 根 の 分 岐 を 考 え る 。dz
(m)
j =

|αj∗ |
1
2 exp(iψs) (i =

√
−1である), かつ ψs =

πs + arg (αj∗)
1
2 (s = 0, 1) なので,

¯̄̄
z
(m)
j + dz

(m)
j

¯̄̄

が最小となるような s を探す. ここでもとまった³
dz
(m)
1 , · · · , dz(m)n

´
を dz2 と表記する.

こうやって求めた予測子法の修正ベクトルを dzk と

して,
°°dz(m)°° = min {kdz1k , kdz2k} となるような、

dz(m) を形成していく.

そこで, 刻み幅を ωm として,
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とする. ただし, ωm は 3.2節で述べるように修正子法

のニュートン法の収束に要する反復数によって適切に選

ぶ必要がある.

3.2 刻み幅

　ここで, 修正子法におけるニュートン法が収束に要

する反復数によって予測子法の刻み幅 ωmを決定してパ

ス追跡を行なう [8]. 数値実験結果は後ほど示す.

参考文献
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