
量子力学序論

Structure of Lecture 7/9 

１、シュレーディンガー方程式

井戸型ポテンシャル中の電子状態の記述

トンネル効果について

２、Δ7テスト



１、シュレーディンガー方程式(IV)

井戸型ポテンシャル内の電子状態

- + V(x)  ψ(x) = E ψ(x) 
2m

h2

x2

2

定常状態のシュレーディンガー方程式

一般に、ある演算子を掛けて元の関数の定数倍になっているとき、
この方程式を固有方程式と呼び、その定数（今は、エネルギー）を
固有値、またその関数を固有関数と呼ぶ。
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x = 0 x = L

V(x) = ∞ (x < 0, L < x)
V(x) = 0 (0 < x < L)

一次元の無限に深いポテンシャル井戸に
電子が閉じ込められているとする。
この時、井戸の内側では V = 0 、
外側では V = ∞ としても良い。
また、井戸幅を L とする。
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- ψ(x) = E ψ(x) 
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(0 < x < L)

ψ(x) = 0        (x < 0, L < x)



１、シュレーディンガー方程式(IV)

井戸型ポテンシャル内の電子状態

- ψ(x) = E ψ(x) 
2m

h2

dx2

d2

式変形する。

ψ(x) =  - ψ(x) 2mE
h2dx2

d2

一般解は、

ψ (x) = a exp (ikx) + b exp (-ikx) 

2mE
h2

k2 = 



１、シュレーディンガー方程式(IV)

井戸型ポテンシャル内の電子状態

一般解は、

ψ (x) = a exp (ikx) + b exp (-ikx) 

2mE
h2

k2 = 

まず、x = 0 での境界条件、

x = 0 x = L

V(x) = ∞ (x < 0, L < x)
V(x) = 0 (0 < x < L)

ψ (0) = 0 より、a + b = 0、即ち b = - a



１、シュレーディンガー方程式(IV)

井戸型ポテンシャル内の電子状態

ψ (x) = a exp (ikx) + b exp (-ikx) 

ψ (0) = 0 より、a + b = 0、即ち b = - a

ψ = a coskx + ia sinkx – a cos(-kx) – ia sin(-kx)
= a coskx + ia sinkx – a coskx + ia sinkx
= 2ia sinkx
= c sinkx (c = 2ia)

次に、x = L での境界条件、

x = 0 x = L

ψ(L) = 0 より、

ψ (L) = c sinkL = 0



１、シュレーディンガー方程式(IV)

井戸型ポテンシャル内の電子状態

次に、x = L での境界条件、

ψ(L) = 0 より、

ψ (L) = c sinkL = 0

x = 0 x = L

V(x) = ∞ (x < 0, L < x)
V(x) = 0 (0 < x < L)

よって c = 0 or sinkL = 0 となる。

しかし c = 0 は解とはならない。

なぜならば、どこにも電子がいなくなって
しまうからである。

結果として、 sin kL = 0 が解となる。



１、シュレーディンガー方程式(IV)

井戸型ポテンシャル内の電子状態

x = 0 x = L

V(x) = ∞ (x < 0, L < x)
V(x) = 0 (0 < x < L)

sin kL = 0 

kL = nπ k =       n    (n = 1, 2, 3….)π
L

2mE
h2

k2 =            より、

E =            =              n2 (n = 1, 2, 3…)
h2k2

2m 2mL2
h2π2

n = 1

n = 2

n = 3

井戸型ポテンシャル内の電子は

１，とびとびのエネルギー準位をとる
２，そのエネルギー幅は井戸幅に逆比例する
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(x < 0)

V0

X0
(0 < x)

- + V0 ψ(x) = E ψ(x) 
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h2

x2

2

１、シュレーディンガー方程式(IV)

トンネル効果について



- ψ(x) = E ψ(x) 
2m

h2

dx2

d2

式変形する。

ψ(x) =  - ψ(x) 2mE
h2dx2

d2

一般解は、

ψ (x) = a exp (ikx) + b exp (-ikx) 

2mE
h2

k2 = 

V0

X0(x < 0)

入射波 反射波

１、シュレーディンガー方程式(IV)

トンネル効果について



式変形する。

ψ(x) = ψ(x) 2m(V0 – E )
h2dx2

d2

一般解は、

ψ (x) = c exp (-Kx) + d exp (Kx) 

2m(V0 – E)

h2
K2 = 

V0

X0

(0 < x)

- + V0 ψ(x) = E ψ(x) 
2m

h2

x2

2

x = ∞ にて ψ (x) = 0 より

ψ (x) = c exp (-Kx)

(0 < x)

１、シュレーディンガー方程式(IV)

トンネル効果について



2m(V0 – E)

h2
K2 = 

V0

X0

ψ (x) = c exp (-Kx)

ψ (x) = a exp (ikx) + b exp (-ikx) 2mE
h2

k2 = (x < 0)

(0 < x)

x = 0 で 連続（なめらかにつなぐ）

ψ (x) が一致より

ψ(x) が一致より
dx

d

ik (a – b) = – Kc

a + b = c

１、シュレーディンガー方程式(IV)

トンネル効果について



V0

X0

x = 0 で 連続（なめらかにつなぐ）

ψ (x) が一致より

ψ(x) が一致より
dx

d

ik (a – b) = – Kc

a + b = c
=

c                   2k
a                k + iK

古典力学では進入が不可能な
0 < x の領域に、電子が

浸み出している！！

１、シュレーディンガー方程式(IV)

トンネル効果について



Akinaga et al. JJAP 32, (1993) L226.

電子の結合する相手がいるところ

CdTe

C
dM

nT
e

電子

1.78 [eV]
~ 700 [nm]

1.70 [eV]
~ 730 [nm]

1.66 [eV]
~ 750 [nm]

井戸幅の異なる単一量子井戸構造からの
発光スペクトル



２、Δ7 テスト

井戸型ポテンシャル内の電子状態

E =            =              n2 (n = 1, 2, 3…)
h2k2

2m 2mL2
h2π2

第１問、井戸型ポテンシャル内の電子の持つエネルギーが下記の式で
表されるとき、最低エネルギー状態（n=1）と井戸底との間の

エネルギーの差（量子効果）を計算せよ。
答えは[eV]の単位で示すこと。

h = 1.05 x 10-34 [Js]
m ~ 0.1 x me = 9.1 x 10-32 [Kg]   ….. CdTe 井戸の場合を想定
L = 15 [nm] = 15 x 10-9 [m] 
1 [eV] = 1.602 x 10-19 [J]

第２問、この量子効果は液体窒素温度（77[K]）で観測可能か？
室温（300[K]）ではどうか？その根拠と共に説明せよ。
ヒント：熱エネルギーはkBT で与えられる。
T は温度。単位は[K]。
kB はボルツマン定数。1.38 x 10-23 [JK-1]
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E =            =              n2 (n = 1, 2, 3…)
h2k2

2m 2mL2
h2π2

第１問、井戸型ポテンシャル内の電子の持つエネルギーが下記の式で
表されるとき、最低エネルギー状態（n=1）と井戸底との間の

エネルギーの差（量子効果）を計算せよ。
答えは[eV]の単位で示すこと。

h = 1.05 x 10-34 [Js]
m ~ 0.1 x me = 9.1 x 10-32 [Kg]   ….. CdTe 井戸の場合を想定
L = 15 [nm] = 15 x 10-9 [m] 
1 [eV] = 1.602 x 10-19 [J]

E =                             x 10-34x2+32+9x2 = 2.66 x 10-3-18 [J] =           x 10-21+19 [eV]
π2 x 1.052 2.66

2 x 9.11 x 152 1.602

E = 1.7 x 10-2 [eV] = 17 [meV]



２、Δ7 テスト

井戸型ポテンシャル内の電子状態

E(300K) = 1.38 x 10-23 x 300 [J] 
= 4.14 x 10-21 [J] 
= 26 [meV] ~ 1/40 [eV] 

第２問、この量子効果は液体窒素温度（77[K]）で観測可能か？
室温（300[K]）ではどうか？その根拠と共に説明せよ。
ヒント：熱エネルギーはkBT で与えられる。
T は温度。単位は[K]。
kB はボルツマン定数。1.38 x 10-23 [JK-1]

E(77K) = 1.38 x 10-23 x 77 [J] 
= 1.06 x 10-21 [J] 
= 7 [meV] 井戸の底

量子準位

17 [meV]

7 [meV]

26 [meV]

300[K]においては、
熱による準位（level）のぼけ（broadening）によって、

２つの準位が分解できなくなる。


